MODULES FORMELS LOCAUX DE FEUILLETAGES 
HOLOMORPHES 



par 



Jean-François Mattei & Eliane Salem 



Résumé. — Nous donnons une liste complète d'invariants formels locaux d'une 
large classe de 1-formes différentielles formelles ui £ C[[x,y]]dx + C[[a;, j/JJdj/. 

Une déformation SL-équisingulière est une déformation équiréductible qui, 
après réduction, laisse invariant chaque type singulier formel local ainsi que la 
représentation d'holonomie de chaque composante du diviseur exceptionnel. Nous 
caractérisons les 1-formes de types formel fini (t.f.f.), i.e. celles qui possèdent une 
déformation SL-équisingulière verselle, en donnant un critère combinatoire explicite 
de finitude. 

Les formes t.f.f. contiennent un ouvert dense pour la topologie de KruU dans 
l'ouvert des 1- formes de deuxième espèce. 

Abstract (Formai local modulus for holomorphic singular foliations) 

We give a complète list of formai invariants for a large class of formai differential 
1-forms w 6 C[[x, y]]dx + C[[x, y]]dy. 

A SL-equisingular déformation is an equireducible déformation which leaves invari- 
ant both the local formai types and the holonomy représentation of the components 
of the exceptional divisor. We characterize the 1-forms with finite formai type (t.f.f), 
i.e. those which admit a semi-universal SL-equisingular déformation, and we give an 
explicit combinatorial criterion of finiteness. 

The set of 1-forms with finite formai type contains a dense open set (in the sensé 
of KruU's topology)in the set of 1-forms of the second kind. 



Classification mathématique par sujets (2000). — 32A10, 32A20, 32B10,34C20, 34C35, 58F23, 
32G34, 32S15, 32S30, 32S45, 32S65. 

Mots clefs. — singularités, champs de vecteurs, feuilletage, equisingularité, déformation, modules, 
formes normales. 
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Introduction 

La classification formelle des germes d'équations différentielles ordinaires à l'origine 
de dont la partie linéaire est non-nulle et diagonalisable est bien connue depuis H. 
Poincaré [29] et la thèse de H. Dulac [12]. De manière générale il s'agit de comparer 
des 1-formes différentielles à coefficients des séries formelles 

(1) ij) = a(x,y)dx + h{x,y)dy , 
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par la relation de conjugaison orbitale formelle : les deux 1-formes u)j = aj{x, y)dx + 
bj(x,y)dy , j = 1,2, sont formellement conjuguées, wi ^for ^2, s'il existe une unité 
formelle u{x,y) € C[[a;,î/]], m(0,0) 7^ et un difféomorphisme formel (j){x,y) := 
{Mx,y),Mx,y)) , <^(0,0) = {0,0) , det{Doq}) O, tels que : 



où Docj) désigne la matrice jacobienne de (p k l'origine. Classiquement, pour les 
1-formes les plus simples, les 1-formes réduites, une liste complète des classes de con- 
jugaison formelle est obtenue par la construction de modèles, les " formes normales" , 
cf. [12] [13]. Elle consiste à choisir (j) et u qui annulent le plus possible de coefScients 
du dévelopement en série de la 1-forme. En fait, comme Ta mis en évidence J. 
Martinet [17], elle correspond à une "jordanisation" de l'application adjointe agissant 
sur les jets infinis de champs de vecteurs, associée au champ dual de la 1-forme. 

Rappelons que la 1-forme (1) est dite réduite si la matrice 



est diagonalisable avec des valeurs propres Ai, A2 qui vérifient : Ai 7^ , A2/A1 ^ Q>o . 
La liste des formes normales, qui sont polynomialcs en les variables x, y et linéaires 
en les paramètres, cf. (3), fait aparaitre qu'une fois fixé le rapport des valeurs 
propres A2/A1, deux invariants numériques suffisent à la classification formelle : un 
invariant discret (un élément de N) qui, lorsque la 1-forme lu est analytique, donne la 
classification topologique [5] et un invariant continu (un élément de C). 

La classe la plus simple de formes non-réduites est celle des 1-formes nilpotentes : 
la matrice (3) est nilpotente. La classification de ces 1-formes a été abordée par la 
recherche de formes normales, cf. F. Takens [32] [16] [31]. Le problème rencontré est 
l'obtention d'une forme normale qui soit à la fois canonique [15] [28] et convergente. 
Le caractère génériquement divergent-Gevrey de la forme normale canonique [8] ne 
permet plus de considérer cette expression comme une liste de 1-formes-modèles. 
L'autre approche du problème, initialisé par D. Cerveau et R. A^Ioussu dans [11] puis 
complété par R. Meziani [26] et d'autres auteurs [3] consiste à mettre en évidence un 
système complet et non-redondant d'invariants formels. L'invariant considéré, qui re- 
couvre presque tous les cas, est une représentation du groupe libre à deux générateurs 
dans le groupe des difféomorphismes formels d'une variable 



: Zaï^Zaa — > DÎff{C, 0) ;= {h{z) e C[[z]] \ h{0) = 0, h'{0) ^ 0} . 



Il s'interprète comme rendant compte de la structure transverse du feuilletage et est 
évidement de dimension infini. La classification est donc obtenue pour cette classe 
de 1-formes, mais les liens entre les deux approches demeure à ce jour encore très 
mystérieux. 

Nous abordons ici le cas général. Notre approche consiste à localiscîr le; problème 
" au voisinage d'une 1-forme" , ensuite définir un groupe d'invariants qui généralisent 



(2) 



L02 = u - (p*ijJi := U ■ [ai {(pi,4>2) d4>i + bi ((^1,(^2) (i02 ] , 



(3) 
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l'invariant Wo, du cas nilpotent et enfin fixer ce premier groupe d'invariants et 
chercher une famille complétant la liste. 

La localisaton se fait en ne s'intéressant qu'aux germes de familles analytiques de 
1-formcs formelles. Plus précisemment, une déformation^^^ transversalement formelle 
d'une 1-forme formelle u) de base le germe P := (C^, 0) est la donnée d'une 1- forme 
qui s'écrit 

n = A{x, y; t) dx + B{x, y; t) dy , r]o := v\t=o = w, 
A{x,y;t) = J2^ijitW , B{x,y;t) = Y,Bij{tVy' S C{t}[[x,y\] , 

les coefficients Aij (t) et Bij {t) G C{t} étant tous convergents sur un même polydisque 
ouvert. Deux déformations r] et r)' sont dites t. f. -conjuguées, s'il existe dans un 
polydisque ouvert K centé à l'origine et des séries (j)^ , (j)^, u, c G Ocp {K)[[x,y]], 
Uo{0, 0, 0) ^ , telles que : 

(f)* rj = u ■ r]' + cdt , (j)\t=Q ^ {x , y) , (j) := [(f^ , (j)^) . 

Définisons un d-invariant formel comme un objet T{u)) attaché à chaque 1-forme 
formelle w, tel que pour toute déformation rj t. f. -conjuguée à la déformation constante 
77'=** = a; , on a : I{r]\t=to) = 'I{'n\t=o) POur tout to petit. 

Avant de définir les groupes d'invariants rappelons l'existence d'une réduction des 

singularités de lo [30] [22], c'est à dire d'une application holomorphe canonique notée 
Eu '■ M.U1 — *■ C^, obtenue comme composition finie d'applications d'éclatements si- 
multané de points, telle qu'en chaque point m du diviseur de réduction V^^ := E~^{0) 
l'image réciproque peut s'écrire, dans des coordonnées locales u, v, appro- 

priées : Eiu*{lu) = u^v'^LOm ) avec V^^ = {u^v = 0}, p, g € N , e = ou 1, et cOm est 
une 1-forme formelle en m, non-singulière ou bien singulière à singularité isolée et 
réduite. Lorsqu'en un point m de 2?^^ , la restriction du germe LOm au diviseur V^^ n'est 
pas identiquement nulle, w possède un nombre infini de séparatrices formelles, c'est 
à dire descourbes irréductibles formelles à l'origine de dont la paramètrisation 
7(i) G C[[i]]^ satisfait 'y*uj = 0. On dit alors que uj est dicritique. Lorsque uj n'est pas 
dicritique, le nombre de séparatrices est fini > 1, d'après C. Camacho- P. Sad [7]. 

Dans ce tout ce travail nous supposons u non- dicritique 

Nous distinguerons trois types de d-invariants. Le premier sera constitué d'in- 
variants discrets, ce sont les plus élémentaires; ils ne dépendent en général que des 
séparatrices formelles. Le deuxième rendra compte des singularités obtenues après 
réduction ; ces invariants sont en général contenu dans un espace de dimension finie. 
Le troisième type d'invariant est plus complexe. L'objet de ce travail est de les mettre 
en évidence. Nous montrons en particulier qu'ils constituent génériquement, dans 
un sens précisé au chapitre 6 des familles de dimensions finies. Plus précisément 



(^'ll serait plus correct de dire : un germe de déformation. 
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distingons : 

• les (i-invEiriants formels globaux du processus la réduction. Ils décrivent 
seulement le processus de réduction, en oubiant la position exacte, sur chaque com- 
posante de V^, des centres d'éclatement et des points du lieu singulier de réduction 

:= {m e I '^m{m) = 0} . 

Classiquement on construit un graphe connexe pondéré et flcché, l'arbre dual de 
réduction A*[a;] de la manière suivante : on se donne biunivoquement un som- 
met de A*[ci;] pour chaque composante irréductible D de puis on le pondère 
par l'auto-intersection de D et on lui attache autant de flèches que de points de 
n (-D — Sing{T>i^)), enfin on relie deux sommets par une arête chaque fois que 
les composantes irréductibles correspondantes s'intersectent. Pour une très large 
classe de l-formes, les formes de deuxième espèce décrites en (3.1), la donnée de 
A*[a;] équivaut à la donnée du type d'équisingularité du germe de courbe formelle 
Sep{uj) , formée de toutes les séparatrices formelles de u). 

• Les d-invEiriants formels locaux issus de la réduction. Remarquons 
d'abord que E*{co) définit une 1-forme formelle en chaque point du diviseur V^^. 

De manière précise, E*(uj) est une 1-formc transversalement formelle : elle s'écrit 
localement A{u,v)du + B{u,v)dv, les coefficients A, B étant des sections locales 
du faisceau O, de base V^, obtenu en complétant, pour la topologie OÎD^-adique, la 
restriction à 2?^^ du faisceau Om^ des fonctions holomorphes sur M-^j , C Om^ 
désignant le faisceau d'idéaux dos fonctions nulles sur 2?^^. Des expressions précises 
de ^ et de B sont donnée en (25) et (26). On doit en retenir que E*{co) peut être vu 
comme un champ, le long de T>^, de l-formes formelles dont les coefficients varient 
holomorphiquement le long de V^^. Les sections locales de O s'appellent fonctions 
transversalement formelles. On définit de la même manière les faisceaux des 
champs de vecteurs, formes différentielles, difféomorphismes locaux... transversale- 
ment formels. Nous écrirons en abrégé t.f. pour transversalement formel. 

La collection ('^m)„igD défini un sous-module noté du faisceau de base 2?^^ des 
l-formes t.f., que nous appelons /emiieia^e réduit associé àu). La classe de conjugaison 
t.f. du feuilletage en un point m G est la classe de conjugaison du germe 
ûjm pour la relation d'équivalence définie par les égalités (2), mais avec ici ^ et u 

transversalement formels. Nous notons J^u> 

L{uj):-- 



cette classe. La collection 

tf 



(^)Le type d'équisingularité d'une courbe formelle d'équation f{x,y) := fij^^V'' = peut 

être défini comme le type topologique commun à tous les germes de courbes analytiques, à l'origine 
de C^, d'équations fij^^y-' = , pour iV 6 N assez grand. 

(■'^ou encore à l'aide de l'extension des scalaire (Oai^I^w) — > O, on i : "Du > Mu: désigne 
l'injection canonique. 
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est clairement un rf-invariant formel de lo. Nous l'appelons d-invariant local t.f. de uj. 
Remarquons que lorsque lû est deuxième espèce (3.1.4) le d-invariant formel L(uj) est 
"de dimension finie : il peut être contenu dans une union finie d'exemplaires de C. 
Cela ressort tout simplement de l'expression des formes normales pour la conjugaison 
t.f. qui, dans ces cas, sont les mêmes que les formes normales de la conjugaison 
formelle (3.1). 

• Les d-invariants formels semi-locaux issus de la réduction. En choisissant 
une courbe lisse formelle en un point mo ^ d'une composante irréductible D de 
Vi^, ainsi qu'une coordonnée formelle sur cette courbe, on définit de la même manière 
qu'en [22] la représentation (formelle) d'holonomie de le long cette composante : 

: 7ri(£> - S^; mo) DÎff{C, 0) . 
La classe ['Huj,D]fgr de ce morphisme pour la composition à gauche avec les auto- 

morphismc intérieurs de Diff{C, 0) ne dépend d'aucun choix. La collection de ces 
classes est visiblement un d-invariant formel de co. 

Finalement, en regroupant ces trois types d'invariants, nous obtenons la collection : 

SL{,j) := ( A* H , Ci^) , ([n^,D],f) ^ ) 

OÙ comp{T>^) désigne l'ensemble des composantes irréductibles de V^. Appelons 
cet invariant invariant complet d'équisingularite semi-locale formelle ou encore de 
SL -équisingularité associé à w. Dans [25] [24] nous montrons sous une hypothèse 
générique très faible, que lorsque w est holomorphe ces d-invariants formels sont des 
d-invariants topologiques. Il est maintenant naturel de rechercher une classification 
à "type SL fixé". 

Une déformation t.f. r] := A{x,y] t) dx + B{x,y; t)dy de lo de base P := (C^, 0) 
sera dite équiréductible s'il existe une "réduction en famille" . Cela signifie précisément 
l'existence d'une variété M.r^ de dimension 2 -\- p, munie d'un diviseur I?^ c jVt^ 
à croisements normaux, d'un sous espace lisse c T)^ de dimension p, d'une 
application holomorphe propre Ej^ : — > x P obtenue par une succession 
d'éclatements de courbes lisses, avec £^^^(0 x P) = , telle que la restriction de 
TT^ := pr2 o Ejj kY^rj est étale et que, pour chaque t G P assez petit, la fibre de E^i au 
dessus de t 

Er,,t : Mri.t ■■= Tr-^t) ^ C^x {t} 

est l'application de réduction de la 1-forme % obtenue en restreignant ?y à x {t}. 
De plus la fibre du diviseur est le diviseur de réduction de rjt et la fibre de est le 

(*'Nous montrons picciscincnt que l'arbre dual de réduction, le type analytique de en chaque point 
m S Sm, ainsi que le type analytique de la représentation d'holonomie de chaque composante de V^, 
reste constant dans chaque déformation topologiquement triviale du germe de feuilletage singulier 
en l'origine défini par w. 
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lieu singulier de réduction de rit : 

On voit facilement que l'espace Mr, est un produit C°° au voisinage de V^j : 
il existe un germe de diflFéomorphisme C°° au desus de P, ^ : {Mrj, V^) 
{Mu, X P, Vu, X {0}) , ^ = {^,TTn), induisant une famille de difFéomorphismes 

(4) *t : {Mn^VriJ {Mu, X {t},Vu, x {t}) . 

De plus on a : ^'t(Si,t) = x {t}. Nous pouvons maintenant définir précisément la 
notion de déformation à type SL constant, ou encore de déformation 'si -équisingulière, 
par les propriétés suivantes : 

1. est une déformation équiréductible de u, 

2. J^ri est t. f. -triviale le long de chaque composante irréductible de S^, c'est à dire 
qu'en chaque point c de Ti^^ C il existe un difféomorphismes (f)c du germe 
{M-q, c), sur le germe {Muj x P, (c, 0)), fibré au dessus de P, t.f. le long de 2?,, 

et tel que <()* T^j-^st^ = T^, 

3. pour chaque composante irréductible D de V^^ — tt^ ^(0) H Drj, il existe une 
famille analytique de difféomorphismes formels d'une variable (j}t{z), ^t{0) = , 
telle que pour t assez petit on ait : 

avec T^t{g) ■= (f)togo(()t^ , et "^t* désignant l'automorphisme induit par (4) sur 
les groupes fondamentaux considérés. 

La "classification locale en w " sera achevée si l'on obtient une déformation r] de iv 

qui est sî -verselle dans le sens suivant : 

- rj est SL -équisingulière et toute déformation SL - équisingulière r\' est t.f. con- 
juguée à une déformation qui s'écrit X*r] où X{x,y,t) = {x,y,X{t) et A est un 
germe d'application holomorphe de l'espace des paramètre de r] dans celui de {r]'. 

• Les singularités de type formel fini (t.f.f.). Considérons d'abord la situation 
infinitésimale. Le faisceau (de base Vu;) essentiel, décrit en (4.3.1 ), est le quotient 

du faisceau des germes aux points de Vu, des champs de vecteurs t.f. basiques pour 
J^u, par le sous-faisceau des champs tangents à JF^^. On appellera déformation in- 
finitésimale de u) tout élément de l'espace (u ; B~ ^,oùU désigne un recouvrement 
distingué du diviseur V^, i.e. ses ouverts sont de deux types : l'intersection de V^ avec 
un petit polydisque de coordonnées centré en un point singulier de J-^, , ou bien une 
composante irrédictible de V^j épointée de toutes les singularités de JT^. qu'elle portait. 
Les conditions 2. et 3. ci-dessus donnent, pour toute déformation SL -équisingulière r] 
de LU d'espace de paramères (C^, 0), des germes (pu de difféomorphismes t.f. le long de 



8 



J.-F. MATTEI & E. SALEM 



chaque U gU, qui trivialisent J^^. La non- trivialité au premier ordre de î] est décrite 
par "l'application dérivée à l'origine" suivante, explicitée en (66) : 



(5) 



dt 



Nous montrons en (4.5.2) que toute application linéaire de TqC^ dans (u ; B~ j 

peut être réalisée comme la dérivée (5) d'une déformation sl -équisingulière r] d'espace 
de paramètre (€^',0). Définissons : 

- LO est de type formel fini, t.f.f. en abrégé, si (3{lu) := dimcH^ (^U ; B~ ^ est fini. 
Nous devrons souvent nous limiter à la classe des 1-formes lu qui satisfont la propriété 
suivante : si tous les groupes d'holonomies Hn,u; '■= Im{HD,uj) sont finis, alors 
il existe un point singulier c G Sing{J^^) en lequel J-^j ne possède pas de germe 
d'intégrale première t.f.. Une telle 1-forme sera dite bonne. L'énoncé suivant regroupe 
les théorèmes (4.5.2) et (4.6.3) 

Théorème principal 1. Soit lu bonne. Alors : 

1. uj est t.f.f. si et seulement si lu possède une déformation SX -verselle ; 

2. une déformation rj de lu est SL -verselle si et seulement si l'application dérivée 
est surjective. 



J t=o 

La condition "w bonne" peut vraissemblablement être affaiblie, au prix de dévelop- 
pements plus longs. Mais le principal intétêt de cette condition est de permettre un 
calcul simple de /3(w). De manière précise, en (5.2) nous associons à w un arbre 
bicoloré, partiellement orienté et pondéré ^*(ti;), appelé nerf complet de u. Il se 
construit de manière simple à partir seulement de l'invariant SL (ou) . Notons : 

t{lu) := dimcH^ {u\f~^ et ?(a;) := dimcH^ (u ; X~ 

et désignons par €{lu) l'espace topologique obtenu à partir de ^*{uj) en contractant 
et en identifiant à un seul et même point touts les sommets et arêtes de poids 0. Nous 
montrons : 



Théorème principal 2. Soit lu bonne. Alors : 

1. LU est t.f.f. si et seulement si la partie rouge de ^*{lu) est connexe et répulsive; 

2. P{lo) < ô{lu) + t{lo) et l'égalité est réalisée dès que lu est de deuxième espèce 
(3.1.4) sans facteur intégrant formel. 

3. ô (u)) = (i^c-iHi^c 2) ^ parcourt l'ensemble de tous les points singuliers 
apparaissant dans la réduction (42) de ou et Uc désigne la multiplicité de l'éclaté 

divisé de lu a,u point c. 

4. f (w) = rangzHi (€{lu) ; z) . 
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Lorsque u est de deuxième espèce S{J^) est égal à la dimension de la strate à /x-cons- 
tant de l'union des séparatrices formelles de w, cf. (3.1.8). 

Ce procédé combinatoire permet aussi d'expliciter une base de (u ; T~ ^ . 

Cette précision permet de voir que pour toute déformation -équisingulière rj 

d'une 1-formc bonne lo de base quelconque (Cp,0), "les familles de déformations 
infinitésimales" forment un Ccp.o-modulo de type fini. Plus précisément désignons 
par B~ le faisceau de base C D,^ des germes aux points de de champs de 

vecteurs de M.ri qui sont verticaux et basiques pour T-q. 



Théorème de prépciration. Si w est bonne et t.f.f., alors ; B- ^ 



un 



Ocv fi- module de type fini, qui est libre lorsque lo ne possède pas de facteur intégrant 
formel. 

Ce théorème énoncé en (4.6.4) et montre en (5.6) est un ingrédient indispensable 
à la démonstration du théorème principal 1. Sa démonstration ne peut pas se faire 
par des arguments de géométrie analytique, car le faisceau 13- n'est pas un fais- 

ceau de modules sur le faisceau des fonctions t.f.. Elle utilise le caractère constructif 

de la démonstration du thcorcmc principal 2, qui permctd'cxpliciter des bases de 
déformations infinitésimales. Ainsi le shéma logique de ce papier est : 

Théorème principal 2 =^ Théorème de préparation =4> Théorème principal 1 . 

Nous examinons aussi la généralité de ces résultats. Nous décrivons d'abord 
l'ensemble des 1-formes formelles de deuxième espèce, en le stratifiant par "strates 
d'cquisingularité". Chaque srate est pro-constructible de codimension finie, cf. théo- 
rème (6.1.2). Nous montrons ensuite le théorème suivant qui est précisé en (6.2.2) : 

Théorème principal 3. L'ensemble et le sous ensemble &tff des u G € qui sont 
t.f.f sont des ouverts de la topologie de Krull. De plus Ê^jy^ est Krull-dense dans Ê^. 

Plan de l'article 



Chapitre 1. Les techniques de construction de déformations, de type Kodaira- 
Spencer, vont consister à découper J^^^ le long des ouverts d'un recouvrement adapté 
U, puis à effectuer des recollements t.f. le long des intersections de ces ouverts. La 
première obstruction rencontrée vient du caractère formel de la variété ainsi obtenue. 
L"objct de ce chapitre est de lever cette obstruction : les théorèmes de stabilité (1-4-8) 
et de détermination finie (1.4.6) expriment, "avec contrôle des jets", la propriété 
suivante 

- toute variété formelle obtenue à partir de Ad^ par recollement t.f. est t.f. iso- 
morphe à une variété holomorphe, qui est la cîme d'un arbre de même arbre dual 
que LO. 



10 



J.-F. MATTEI & E. SALEM 



Ce chapitre est technique. Nous suggérons de limiter une première lecture au vocab- 
ulaire nécéssaire à l'ennoncé des théorèmes (1.4.8) et (1.4.6). 

Chapitre 2. Nous développons une technique très générale de construction de 
déformations SL-équisingulières. La notion clé est celle de système semi-local cohérent 
(2.3.5). Elle permet d'établir un théorème de réalisation de déformation sî-équi- 
singulières (2.3.6), avec contrôle des jets de la 1-forme définissant la déformation. 

Chapitre 3. Nous dégageons l'importante classe des 1-formes de deuxième espèce, 
pour lesquelles l'equiréduction d'une déformation est équivalente à la constance de 
l'arbre dual pondéré par les auto-intcrscctions, cf. le théorème (3.2.3). Le théorème 
(3.1.9) donne des condition équivalentes très simples qui caractérise cette classe. 

Chapitre 4. Nous introduisons la notion de sl -équisingularitc, de déformation 
infinitésimale et, après avoir donné des techniques de construction de déformations, 
nous prouvons le théorème principal 1 en admettant le théorème de préparation. 

Chapitre 5. Nous prouvons le théorème principal 2, puis le théorème de prépa- 
ration. 

Chapitre 6. Nous stratifions l'espace de formes de deuxième espèce et nous mon- 
trons le théorème principal 3. 



1. Préliminaires sur les arbres d'éclatements 

L'objet de ce chapitre est de prouver des propriétés de "stabilité" et de "détermi- 
nation finie" pour dos espaces obtenus à partir de par une succession d'éclatements 
ponctuels au dessus de 0, Théorèmes (1.4.6) et (1.4.8). 

1.1. Arbres et arbres duaux. — Nous appelons ici arbre au dessus d'une variété 
holomorphe connexe Q de dimension p la donnée d'un diagramme commutatif Ag : 

^...^ MO ^ Q 

u 

(6) E'' — > ••• — > S-?' — > E-'-i — > ••• — > T,° 

U 

^ • • • 

où, pour chaque j = 0, . . . ,h : M.^ est une varictc analytique complexe lisse de di- 
mension 2 + p appelée j'-"''^ espace éclaté, est un sous-ensemble analytique fermé 
de de dimension p appelé lieu de singularités, est une sous-variété ana- 
lytique lisse formée (non nécessairement connexe) de E-' de dimension p appelé j^"^^ 
centre d'éclatement, éventuellement S^'' peut être vide, et tels que, en notant 

Ej := E'^ o---oE\ 'Kj:='KoEj, := E-\S°), , 



— 


, ... ^ Mi 


^ Mi-' 


U 


U 


U 


Y.^ — 


* ... — > SJ 


— > E-'-i 


U 


U 


U 


— 


> • • • — > S' 


— > si'' 
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avec j = 0, . . . ,h, on ait : 

0. TT est une submersion, 

1. chaque est l'application d'éclatement de centre , 

2. chaque est une union de composantes irréductibles de S-' et S° = 5° , 

3. chaque est contenu dans et la restriction de nj à S-' est propre à fibres 

finies, 

4. pour chaque j = 1, . . . ,h la restriction de ttj à chaque composante connexe de 

est un biholomorphisme sur Q . 

Définition 1.1.1. — Nous dirons que l'arbre Aq est réguliers! chaque T,^ est lisse 
et la restriction de nj à chaque composante connexe de est un biholomorphisme 
sur Q . 

Nous noterons 

(7) Aq = {M' , , J:^ , , TT, , ),=o, . ..,h- 

L'entier h s'appelle la hauteur de l'arbre, la variété son socle, M.^ sa cime et T>^ 
le j*"*^ diviseur exceptionnel. Pour simplifier nous désignerons les données de cime 
de la manière suivante : 

(8) M—M'', S:=S'', V:=V^, Ë := , n := . 

On définit l'image inverse de Ag par une application holomorphe A d'une variété 
holomorphe Q' dans Q , comme le diagramme A*Aq obtenu de manière naturelle à 
partir de (6) par produits fibrés de A et des nj . C'est un arbre au dessus de Q'. En 
particulier lorsque Q' se réduit à un seul point t € Q cette opération donne la fibre 
de Aq au dessus de t, c'est à dire l'arbre noté : 

(9) Agit) = (Mi , El , Ei , Si , TT,, t , VI ),=o,...,h , 

qui s'obtient en restreignant les espaces et les applications du diagramme (6) aux 
fibres 7r~^(i) . En particuHer S° = est réduit à un point. 

Fixons un point to de Q . Nous appellerons germe de Aq au dessus de {Q,to) le 
diagramme obtenu à partir de (6) en remplaçant pour chaque j = 1, . . . , /i les espaces 
et les applications par leurs germes le long dos diviscius exceptionnels C de 
Agito) et, pour 7 = , en remplaçant M° et E° = S° et par leurs germes au point 
W := ^1=8^. 

Deux germes d'arbres au dessus de P := (C^, 0) de même hauteur h 

Ap = {M^ , Ei , W , , TTj , Vi )j , A'p = {M'' , E" , Y,'' , S" , n'j , )j 

sont dits isomorphes, rcsp. homéomorphes, s'il existe le long de chaque diviseur Dq 
de Ap(0) des germes de biholomorphismcs, rcsp. d'homcomorphismes 

<^,- : {M\Vi ) {M'\V'i ) , 3=Q,...,h 
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qui envoient lieux singuliers sur lieux singuliers, centres sur centres et commutent aux 
applications d'éclatement et respectent les fibrations sur P , i.e. 

avec j = 0, . . . ,h . Nous noterons : 

: Ap^A'p, := {(j)j)j=o,...,h ■ 

Un arbre dual A* est un graphe fini connexe, sans cycle, pondéré en associant 
un nombre entier à chaque sommet et fléché en associant des flèches en nombre fini 
à certains sommets. Le nombre v{s) de flèches et d'arêtes attachées à un sommet s 
s'appelle la valence de s et l'ensemble Ad{s) de ces flèches et arêtes s'appelle ensemble 
des éléments adjacents à s . De même, l'ensemble (constitué de 2, resp. 1 éléments) 
des sommets sur lesquels s'attache une arête, resp. une flèche, notée b , se note Ad{b) 
et est appelé ensemble des éléments adjacents à b . 

Définition 1.1.2. — Un arbre dual A* est dit associé à un germe d'arbre Ap s'il 
existe une correspondance biunivoque entre les composantes irréductibles du diviseur 
T> de la cime M. de Ap et les sommets de A* , 

D^s(D) ou £)(s)^s, 

telle que : 

- deux sommets s et s' de A* sont reliés par une arête si D{s) fi D{s') ^ , 

- le nombre de flèches attachées à un sommet s de A* est égal au nombre de com- 
posantes irréductibles de £>(s) fl S qui ne sont pas des composantes irréductibles 
du lieu singulier de V , 

- chaque sommet s de Ap est pondéré par la première classe de Chern e(s) G 
iî2( D(s) , Z) ~ Z du fibré normal à D{%) dans M. 

Un tel arbre dual est unique. Il se notera Ap . Rappelons sans démonstration 
quelques propriétés bien connues. Soient Ap, et Ap deux germes d'arbres et notons 
M., resp. M' leurs cimes, 2?, resp. V leurs diviseurs de cime. S, resp. S' et S, resp. 
S' leurs lieux de singularités et leurs centres de cime. Désignons aussi par Vq , resp. 
par V'q les diviseurs de cimes de Ap(0), resp. de Ap(0) . 

Proposition 1.1.3. — Soit (j) : {Ai, Vq) ^ {M.' -, T^q) un germe de biholomor- 
phisme, resp. d'hom,éom,orphisme au dessus de P vérifiant : 

(10) ^{V) =V' , (S) = s' 0( 5) = 5' . 

Alors Ap et Ap ont même hauteur h et (j) induit un isomorphisme, resp. un homé- 
omorphisme de germes d'arbres cf)^ : Ap > Ap tel que (ph = 4> ■ 

Proposition 1.1.4- — Supposons Ap etA'p réguliers. Les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

1. Ap et Ap sont homéomorphes, 

2. Il existe un germe 4> : {A4, Vq) ^ {M', Vq) d'hom,éomorphisme au dessus de 
P qui satisfait (10), 
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3. = A^* . 

1.2. Arbres infinitésimaux et relèvements. — Arbres et arbres duaux Une 
pondération équivalente des sommets de l'arbre dual d'un germe d'arbre Ap de hau- 
teur h au dessus de P , note encore (6), est la "pondération algébrique" D i — > m{D). 
Avant de la définir, fixons quelques notations. Pour chaque niveau j = 0, . . . ,h 
désignons par : 

Oçj-f la restriction au j-cmc diviseur exceptionnel Vq C C M.^ de 
l'arbre Ap(0), du faisceau Oj^j des germes de fonctions holomorphes 
de , i.e. O^j) — Lj^{Oj^^j ) oîi ij : ^ M.^ est l'application 
d'inclusion; pour j = 0, 7r~"'^(0) fl est réduit à un point mo et 
0(0) est l'anneau Oj^o^^^ des germes de fonctions holomorphes en 
ce point, 

Ij le faisceau d'idéaux de Oq) formé des germes qui s'annulent sur le 

diviseur 2?^ , j > 1 , 

/o l'idéal de l'anneau O(o) formé des germes de fonctions qui s'annulent 

sur YP = S°, 

J(^j) le faisceau d'idéaux Ej*{Io) C ©(j) , qui est localement engendré par 
les fonctions du type f o Ej , f appartenant à l'idéal Iq C Oj^o , 

J(o) = h) ■ 

Pour une réunion finie V de composantes irréductibles de , on notera 

It>' le sous-faisceau d'idéaux de Oq) formé des germes qui s'annulent sur 
V . 

Enfin, pour simplifier, noTis noterons : 

(11) J-=J(h), 0:=0(h) Î-=I^- 
Visiblement J7(j) se décompose de la manière suivante : 

(12) Jo)=: n ^^"^''^ j = -i-,---,h, 

D^compipi) 

OÙ comp{'D^) désigne la collection des composantes irréductibles de T>^ et les ex- 
posants m (D) se calculent par le procédé très simple suivant qui ne dépend que de 
l'arbre dual associé à Ap : 

- m(pi) = 1, 

- si £)' C est le transformé strict d'une composante D de 'D^~^ , alors m {D') = 
m{D), 

- si D' est créé par un éclatement de centre connexe C C S^~^ , alors m {D') est 
la somme des "multiplicités" m{D) des composantes irréductibles D de 'D^~^ 
qui contiennent C . 

Lemme 1.2.1. — Pour tout j = 0, . . . ,h, les propriétés suivantes sont vérifiées : 
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1. les applications Ej induisent les isomorphismes : 

2. a) H\Vl- = 0, b) H^Vi; = 0, 

3. a) H^(Vl- ==0, b) H\Vl = 0, 

Démonstration. — Les propriétés 1) découlent directement du théorème classique 
d'Hartogs. La démonstration de 2. a) se fait aisément par récurrence sur la hauteur h 
de l'arbre; au premier cran c'est un calcul simple de séries de Laurent. L'induction 
se fait à l'aide de la suite exacte de Mayer-Vietoris. La propriété 2.b) découle de 2. a) 
car les faisceaux J7(j) sont engendrés par leurs sections globales. Les propriétés 3. a) 
et 3.b) résultent de l'existence de recouvrements de Stein sans intersection trois à 
trois. □ 

Considérons pour chaque j = 0, . . . , /î, et k G N les espaces annelcs suivants. 
Ils s'interprètent en considérant les fc-ièmcs voisinages infinitésimaux de chaque 
diviseur dans M.^ , puis en germifiant le long du j-ième diviseur Vq C de 
Ap(0) . 



(13) M^'^l := ( Im^^'^ \:='Di; O^,,., := 0^j)/j'^+' ) . 

D'après ce qui précède les germes des applications d'éclatement ainsi que tt se 
factorisent en des morphismes d'espaces annelés : 

On obtient ainsi un germe d'arbre infinitésimal au dessus de P , c'est à dire le dia- 
gramme commutatif : 

U 

E'^ 

U 

5'' 

Nous désignons par Ap' ce diagramme et notons : Trj'^' := ttI*^! o Ej^''^ . 

Lemme 1.2.2. — Considérons une composante irréductible D de créée par 
l'éclatement d'une composante irréductible S de S^~^ et notons Dq := D Ci Vq et 
{so} := 5 n D^"^ . Soit T : (m^^''\ Dq) ^ (C^ x P, O) un germe le long de Dq de 
morphisme a,u dessus de P dont l'application sous-jacente envoie D sur {0} x P. 

■\k] 

Alors T se factorise à tra,vers en un germ,e de morphisme 









U 


u 


U 


E^' — > 




^ ... ^ EO 


U 


U 


U 






^ . 5° 



: (m^-i['Uo) ^ (C^ X P, 0) 



Remarquons que la notion de voisinage infinitésimal est ici relative à la filtration par les puissances 
du faisceau d'idéaux ^(^j de Oqj . 
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au dessus de P qui induit un germe de biholomorphisme de {S, sq) sur ({0} x P, 0) . 
Démonstration. — Le morphismc t est entièrement déterminé par les images 

f:=T*{x), g:=T*{y) G H° {Do ; O i.,) 
des deux premières coordonnées de x P par le co-morphisme 

T* : Oc^xP.O * T* (^M^ w) • 

On déduit facilement des égalités 2.b) et 3.b) de (1-2.1) que f et g sont induites par 

des sections globales F , G E (Dq ; Oj^ j ) nulles sur D . Par le théorème d'Hartogs 
elles se factorisent en des germes P'' , G'' G Ca4j-i,so ^ ■ définit alors 

en prenant respectivement pour t'* {x) et T^*{y) les restrictions de et de à 

La proposition suivante peut être considérée comme une version infinitésimale de 
la proposition (1.1.3). 

Proposition 1.2.3. — Soit (f> : — > un morphisme entre les cimes de 

deux germes d'arbres infinitésimaux A^p et A'^p . Supposons que </> induise un germe 
le long de Vq , noté |0| , de biholomorphisme entre les diviseurs de cime V et V 
et vérifie (10). Il existe alors un isomorphisme de germes d'arbres infinitésimaux 
(j), : Ap — > Ap'*^' tel que (j)h = (j) , où h désigne la hauteur (commune) de ces arbres. 

Démonstration. — L'application \(f>\ transforme les composantes de D de poids —1, au 
sens de (1.1), en les composantes de poids — 1 de P' , car le voisinage infinitésimal d'une 

h ~ 

composante détermine son fibré normal. Ainsi \I' ;= P' o |<^| envoie sur S'h — 1 
la réunion V" := (P'*) {S^~^) des dernières composantes créées de V . Comme 
A4'^~^ est analytiquement trivial le long de chaque composante S' de S'h — 1 , 

{M'^~\ S') ^ (C^ X P, X P) , 
d'après le théorème de contraction de Grauert [1], on peut appliquer le lemme 
précédent à et, au voisinage de 2?", factoriser ({> dans A^''^^'*^' par P'*''''. Sur 
Ai — V" le morphisme P'' est un isomorphisme et la factorisation de 4> existe 
trivialement. Elle est unique et se recolle ainsi avec celle construite au voisinage de 
D" . D'où la conclusion par récurrence sur h . □ 

Les difféomorphismcs au dessus de P entre les socles A^" et A4''^ de deux germes 
d'arbres Ap et Ap ne se relèvent pas en général aux espaces éclatés et M''' . 
Cependant, lorsqu'un relevé existe, il est unique. Cette dernière propriété est en 

défaut lorsqu'il s'agit de relever un isomorphisme M.^^''^ M'^^ ^ de voisinages 
infinitésimaux. 

De manière générale considérons un biholomorphisme / entre deux variétés lisses 
au dessus d'une variété Q, 

f:M^M', TT-.M — >Q, tt' -.M' — ^Q. 
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Supposons que tt et tt' sont des submersions et que l'on a tt' o / = tt . Un calcul 
direct en coordonnées permet de voir que / se relève de manière unique à travers des 
éclatements 

E -.M — > M , E' -.M' — > M' 
de centres lisses connexes, respectivement C C M et C" C M' , dès que C et C sont 
isomorphes à Q via tt et tt' et que /(C) = C" . De plus le relèvement / : M — > M' 
est unique et est un biholomorphismc. On voit facilement que le fc-jct, ,]'[){/) , 
de / le long de D := E'^C) ne dépend que du {k + l)-jet, Jc'^^f) , de / le 
long de C . Cependant jc{f) ne suffit pas à déterminer j%{f). Ainsi l'application 
f[k] . — >■ M'I'^l induite par / sur les voisinages infinitésimaux d'ordre k de 

C et C" admet une infinité de relevés /t'^l : — > M' sur les voisinages in- 
fitésimaux d'ordre k de D et D' := 7r'~^(C") dont les restrictions à m1*^~^J coïncident. 

A l'aide de ces remarques générales il est aisé de prouver le lemme suivant. 

Lemme 1.2.4- — Considérons deux germes d'arbres Ap et A'p au dessus de P et 
Ap' , Ap'*^' les germes d'arbres infinitésimaux respectifs induits. Soit $^ , : Ap' ^ 
Ap'*^' deux isomorphismes au dessus de P . Pour l < k notons $W et î*^'! leurs 
restrictions à Ap et Ap''' . Si, pour un r < k et un jo < k — r , l'égalité = "ifj^ 
est vérifiée, alors on a : ~ ^foï-r ' 

Proposition 1.2.5. — Soit $o : -M^ ^ un difféomorphisme au dessus de P 
entre les socles de deux germes d'arbres Ap et Ap de même hauteur h , avec ^q{S^) = 

S'^ . Si l'isomorphisme induit $o'^' : A^"''*' ^ A^'° se relève en un isomorphisme 
d'arbres infinitésimaux î», : Ap' ^ Ap''*' , ^'q''*' — $0'''' y alors $0 se relève aussi en 
un unique isomorphisme de germes d'arbres : Ap Ap et $^[''1 = \I>^ . 

Démonstration. — Raisonnons par récurrence sur la hauteur h des arbres. On a vu 
que $0 se relève en un difféomorphisme $1 : M'^ , puisque ^o{S^) = S'^ ■ 

D'après (1-2.4) on a $^[''-11 = î'il'»-!]. En particulier au niveau cnsembliste, la 
restriction de $1 au diviseur est égale à l'application induite par sur . 
Ainsi, puisque est un isomorphisme d'arbres infinitésimaux, on a aussi : $i(S^) = 
E'^ et = S'^ . Ceci prouve la proposition pour h = 1. Lorsque h > 1, on 

applique l'hypothèse de récurrence à chaque germe de $1 le long d'une composante 
irréductible de 5^ . □ 

1.3. Les faisceaux de difféomorphismes transversalement formels. — Dési- 
gnons encore par Ap un germe d'arbre au dessus de P et conservons les notations 
(6), (7), (8), (9), (11) et (13). 

En chaque point m du diviseur de cime Vq c V de l'arbre Ap(0) considérons les 
germes d'automorphismes holoniorphcs de A4 , rcsp. A^I*^' , qui commutent avec tt 
resp. 7f[*'l , valent l'identité en restriction à la cime Mo C À4 de Ap(0) et laissent 
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invariant le germe de V en m. On obtient ainsi des faisceaux de groupes de base Vq . 
Nous les noterons : 

(14) Q^p ou encore Q , resp. ou encore G^^^ ■ 

Les sections de ces faisceaux respectent d'après (12) le faisceau d'idéaux J := J'(^h) 
défini en (11). On dispose ainsi pour < Z < fc, de morphismes de restrictions 

Pl-.G^ , Pi : e'*^ , < / < fc . 

Les faisceaux de base î>o des germes d'automorphismes l-tangents à l'identité le long 
de V définis par 

(15) Gi := ker{pi) et gf^ := keripf) 

forment des faisceaux de sous-groupes distingués de Ç et de Ç^''^ . En particulier Çq 
est formé des éléments de Q qui valent l'identité en restriction à V . 

On appelle /aisceatt des germes d'a,utomorphism,es transversalement formels le long 
de V, respectivement transversalement formels et l-tangents à l'identité le long de V 
les limites projectives 

(16) g-iim^i'^i, gi~\migp. 

k k>l 

On dispose encore de projections canoniques pi : Çi — > gi ' . 

Remarque 1.3.1. — On aurait aussi pu filtrer O par les puissances du faisceau 
d'idéaux /~ défini en (1.2) et poser 

^flWl := {t>o ; , I := HmaH'^ll , 

k 

OÙ ^[['^11 est le faisceau des germes, aux points de Vq , d'automorphismes de 7Vî[['=ll 
qui valent l'identité sur Mo et commutent aux projections sur P . Comme d'après 
(12) ces deux filtrations sont équivalentes, les faisceatix g et g sont canoniquement 

isomorphes. De même les sous-faisceaux Çi C g définis de manière similaire sont 
canoniquement isomorphes à . 

Remarque 1.3.2. En un point régulier m de X'o , dans un système de coordonnées 
locales (zi,Z2; t\, . . . ,tp) dans lesquelles V = {z\ = } , tt = f := (ti,...,tp) et 
J,m — {z{) , les éléments de la fibre ùi^m de Çi s'identifient aux couples (Fi,i^2) de 
séries formelles en zi 

oo 

Pj = h + ^'^'^ E '=(^2; t) z\ , j = 1, 2 , 

k=0 

dont les coefficients Aj, k sont des fonctions holomorphes sur un voisinage commun 
de m dans T> . Lorsque m est un point singulier de Vq avec V = {zxZ2 = } et 
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J,m = (^i-^l) î alors les éléments de Qi^m s'identifient aux couples (Fi,F2) avec 

oo 

F, = ^^ + (^[^iy+i^ (4,(^l;^)+4,(^2;^))(^l^2)^ i = i,2, 

/s=0 

les coefficients j4J ^. de ces séries étant encore holomorphes sur un même voisinage de 

m dans V . Cette dernière écriture est bien sûr unique si l'on exige que A\ j.(0;f) = 
^2 fe(0;*) = . On déduit immédiatement de ces écritures que, si l'on se donne pour 
chaque ^ G N un élément de Qi,m, les suites 

$„:=$" o ••• o $0 et := $° o • • ■ o $" 

convergent dans Q^m , pour la topologie J~-adique. D'autre part tout élément de G^m 
est limite de telles suites et, . . . , étant construits, ($*+^) est unique modulo 

js+2 
V 

1.4. Théorèmes de stabilité et de détermination finie. — Nous conservons 
les notations du paragraphe précédent. 

Définition 1.4-1- — Nous appelons données critiques d'un germe d'arbre Ap au 
dessus de P l'ensemble C {Ap) dont les éléments, appelés ensembles critiques sont : 

1. les points de l'ensemble singulier de cime Êq de l'arbre Ap(0) , 

2. les composantes connexes du complémentaire de Sq dans le diviseur exception- 
nel de cime Vq de Ap(0) ; 

On appelle données critiques de dimension 0, resp. de dimension 1, et on note 
Co (Ap), resp. Ci (Ap) les ensembles des données critiques du type 1. ou 2.. Deux 
ensembles critiques seront dits adjacents si leurs adhérences s'intersectent ; on note : 

. . Ad{K):={K' eCiAp);KnK^^9} 

^ ^ Adi{K) :={K' e Ad{K) ; dim{K') =i} , i = ou 1 . 

Définition 1.4-2. — Nous appelons recouvrement distingué de T>o tout recouvre- 
ment ouvert U := {Ua)aec (kp) type suivant : 

1. si dim{a) = 1 , on pose Ua a , 

2. si dim{a) = , est la trace sur Vq d'un petit polydisque {|zi| < e , |z2| < £} > 
où zi , Z2 sont des coordonnées de Ado dans lesquelles î>o est monomial et 
zi{a) = Z2{a) =0. 

Les propriétés rcmarqiiablcs d'un tel recouvrement, que nous utiliserons constam- 
ment, sont : a) les ouverts de U sont de Stein et admettent un système fondamental de 
voisinages de Stein dans A4 et, b) toute intersection 3 à 3 d'ouverts de U est triviale. 

Remarque 1.4-3. — En calculant à partir des expressions de la remarque (1.3.2), 
on voit que si U est un recouvrement distingué de T>o , pour a G C(Ap) et < Z < fc 
les applications canoniques 

G (C/a) G ['=1 (C/a) , G (C/a) ^ G^"^ (Ua) , 
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Gi iU^) e/'^l (t/„) , Gi (t/„) ê/" , 

sont surjectives. 

Rappelons qu'étant donné un faisceau de groupes G et un recouvrement ouvert 
localement fini W :— {Wi).^, de la base de G, on appelle 1-cocycle à valeurs dans G 
et on note (g^j) S (W; G) toute famille 

(5i.)(ij)e/x/ ' 9ii e GiWi n Wj) , Ixl := {{i,j) e ^ n W^,- ^ 0} , 

telle que Çij = et Çij = gikgkj chaque fois que Wi D Wj H Wk =/= • Deux 1-cocycle 
C := {gij) et C := {g[j) de Z^ (W; G) sont dits cohomologues s'il existe un élément 
CO := {gi) de (W; G) := n.e/ G (W^,) ) tel que 

(18) g'ij = 9i ■ gi] ■ g~^ ■ 

Nous noterons alors C f^Q C ou plus précisément C = C*^ ★ C et nous désignerons 
par [C]q ou par [gij]Q la classe d'équivalence de C; lorsqu'aucune confusion n'est 
possible nous omettrons l'indice G dans ces notations. 

Soit U un recouvrement distingué de I>o • Nous pouvons associer à un cocycle 

C {(tiais) G Z^ {lA: ^i) , Z > le germe, le long d'imc courbe î?o,c — î?o , de la variété 
holomorphe M.c obtenue par recollement en quotientant l'union disjointe U^iVa, Ua) 
des germes, le long des Ua, de voisinages Va de Ua dans la cime A4 de Ap , par la 
relation d'équivalence 

(19) m ~c m' <^ il existe {a, (3) & C (Ap)xC (Ap) tel que 

m £Va , m' Ç.Vj3 et m' = (f)j3a {m) . 
Les propriétés des font que cette variété est naturellement munie d'un diviseur 
Vc D î?o,C ) d'un germe le long de Pq.C de submersion holomorphe ttc sur P et d'un 
germe le long de Vq de plongement 

qui induit un isomorphisme entre les germes (Mo, 2?o) et (ttc^O), Pq.c) • Lorsque 
C G Z^ {lÀ; Qi) , l > on dispose aussi d'un plongement 

(20) 4' : -^''^ -^c , avec ttc o 4' = ^ , 

qui induit un isomorphisme entre les diviseurs I? ~ A^[°l et î>c • En restriction à î'o.C 
cet isomorphisme coïncide avec pe ■ 

Remarque 1.4-4- — Deux cocycles C := {4>ap) et C := (^^^/j^ G ■Z^^ (^5^) sont 
cohomologues, C = -k C avec C° := (</>„) G Z°(Z-/;^), si et seulement s'il ex- 
iste un germe de difïéomorphisme ^e° '■ -Me — — > -Me qui satisfait les relations de 
commutation : 

TTC O $c = ""C , Pc = ° PC ■ 
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Le difFéomorphisme $co se construit par recollement des 4>a '■ la relation de coho- 
mologie exprime la compatibilité avec les " changements de cartes" (p^f} ■ Lorsque C , 
C G [U'.Qi) , pour exprimer la relation de cohomologie dans le faisceau Gi , il faut 
rajouter la condition supplémentaire : ^c" ° ''-''c ~ ''^3 ■ 

Donnons nous un 1-cocycle C G ÇU; G) ■ Pour A; G N, définissons le germe, le long 
de X>o, c , du voisinage infinitésimal M(. de "De dans Me en posant : 



ap(I3c) 



011 zo, c : T^o,C ^ M.C est l'application d'inclusion, Iq^d est le faisceau sur Vc formé 
des germes de fonctions nulles sur une composante irréductible D de Vc et les 
m {D) sont définis par la décomposition (12) de J . Lorsque C e {U; Gi) , l < k , 
le morphisme u^f' se factorise clairement en un plongement vj^^ : ['1 ^ -^c'^' j 
(i.e. le co- morphisme associé à t;^'' est surjectif). Un calcul direct en coordonnées 
permet de voir que v^^ se factorise en un isomorphisme v^^ : A4 t'I Ai^^ ^ . 

En reprenant, pour un germe d'arbre quelconque, la démonstration du lemme 
(1.3.1) de [20] qui ne concerne que les arbres produits, on obtient la première af- 
firmation du Icmme suivant. La seconde affirmation résulte directement du fait que 
les exposants m (D) ne dépendent que de l'arbre dual. 

Lemme 1.4-5. — Le germe de A4c le long de î?o.C est biholomorphe au germ,e 
(A^',î?q) de la cime d'un germe d'arbre A'p au dessus de P , qui possède le même 
arbre dual que Ap , 

{Mc,Vo,c) ^ {M',V'o) 

P 

De plus le biholomorphisme a induit pour tout k un isomorphisme a 1*1 entre M.^^ 

et M' I*^! . 

Fixons un cocycle C := {^aff) & Z^ {U;G)- Comme en (15) notons Gc le faisceau de 
base î>o,c des germes de biholomorphismes de M.c qui commutent avec ttc, valent 
l'identité en restriction à A^o,C et par Gc,k C Gc le sous-faisceau des germes qui 
valent aussi l'identité en restriction à A^^ . Considérons l'isomorphismc Dq ~ 2?o.C 
comme une identification et sur Vq comparons les cohomologies du recouvrement U 
à valeurs dans les faisceaux Gc, k et Gk ■ Pour chaque ouvert Ua de U nous disposons 
par construction d'un germe de biholomorphisme Ua ■ {À4, Ua) — — >■ {Aie, Ua) ; ce qui 
donne les identifications : 

/î° : Z° {U; G) ^ Z° {U; Gc) , 4 ■ {U; Gk) ^ ^° {U; Gc,k) , 

(*a) ^ (*c,«) := (««*(*«)) := {Ua O *a O U'^) 
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Pour tout (q, P) g C (Ap) xC (Ap) nous disposons de deux germes de difféomorphis- 
mes UctOiaf) et W/joi^^ , où Lai3 désigne le germe d'inclusion [Ai, Uoi(MJp) ^ {M,T>o) ■ 
Le recouvrement U n'a pas d'intersection d'ouverts trois à trois non-triviale. Ainsi, 
pour tout faisceau de groupes G sur Vq , le groupe Z^iJA; G) s'identifie au groupe 

Z\U;G):= [] G(C/„ n C/^^) , 

avec A:={ (a, /3) G C (Ap)xC (Ap) / dimUa < dimUp } . 
Choisissons d'identifier les ensembles de 1-cocycles de la manière suivante 

: (W; Ç) 't {U; Qc) , k\:Z^ {U; Qk) {U; Qc, k) , 

On voit facilement que les relations de cohomologie s'expriment dans les espaces Z^ 
par : 

(21) (*C, a0) -Qc {%, a/3) ^ o ^^fs) «a {r^fj o ^^0) 

(*C,a/3) (*C,a/3) <=^ («-a/î ° ^a/j) {Kf3 ° ^aff) 



Théorème de Stabilité 1.4-6. Soient Ap un germe d'arbre au dessus de P, de 
hauteur h,U un recouvrement distingué du diviseur de cime Vq de Ap(0) et soit G , 
respectivement Qk , k € N , les faisceaux introduits en (1.3). Alors pour tout fc G N 
les applications suivantes 

H' {U; Gh) H' {U- G) , [Kp]g^ ^ , 

resp. {U\Gk+h) — > {U;Gk) , i'l>'^p]gk+^ ^ ["^"/^le^ 
sont les applications constantes [4>ai3\g^^ ^ [-^'^a/îlg ! Tcsp. [<^a/3]gj.^^ ^ [^'^aislg^, > oii 
Ida0 désigne le germe de l'application identité le long de UafMJf} . 

Démonstration. — Donnons nous un 1-cocycle C := {(j)ai3) G Z^{U;Gk+h) D'après la 
proposition (1.4.5), ^Ac est difféomorphe à la cime d'un germe d'arbre Ap au dessus 
de P , cr : yWc ^ Âf ' . Le difîéomorpliisrne t := fT[^=+''l o ^''^''^ : M^^+'^'^ ^ M'{k+h] 
induit grâce à (1.2.3) un isomorphismc d'arbres infinitésimaux 

r. : a[S+"1 ^ A'[S+"1 , avec r, = f. 

Soit T : M'^ un difféomorphisme entre les socles de Ap et de Ap in- 

duisant To , i.e. t1'^+''1 = To . Relevons le (1.2.5) en un (unique) isomorphisme 
T : Ap Ap , Tq = T. En comparant T à à l'aide de (1.2.4) on voit 

que pour tout j < /i , on a ■'1 = j1 ^ particulier TJ*^! = rj*^! et 

H := T^^ o a : Me A4 est un difféomorphisme qui vaut l'identité en restriction 
à A^I*'] , c'est à dire {H o vc)^''^ = identité^j^j . On conclut alors par (1.4.4) que l'on 
a bien [^a/î]^^ = [Idap]g^ . 
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La même démonstration s'applique aux faisceaux Gh et Q . □ 

Corollaire 1.4-7. — Avec les mêmes notations que dans le théorème ci-dessus, 
fixons k G N et un 1-cocycle C := (Cq/j) G {U; Q) . Alors pour tout C := (^'a/3) G 
Z^iU-^Gh), resp. C := (^-a^) e Z^{U;gk+h), il existe S Z°{U;g), resp. 

e ZO (W: ^fe) teZ g«e ; o = o e„/3 o «-"i . 

Démonstration. — Conservons les notations de la démonstration du théorème. Puis- 
que le difféomorphisme a donné par (1.4.5) induit des difféomorphismes o-I'^+'^l : 

aussi des isomorphismes entre les faisceaux de groupes 
Gc et Ga'p 1 resp. Gc.k et Gk'^.k : définis en (14). Appliquons maintenant le théorème 
précédent à A'p . Les conclusions de ce théorème se "traduisent" sur le germe d'arbre 
Ap à l'aide de (21). On obtient immédiatement le résultat. □ 

Théorème de Détermination Finie 1.4-8. — Soient Ap un germe d'arbre 

au dessus de P de ha,uteur h , lA un recouvrement distingué du diviseur de cime 
Vq de Ap(0) , fc G N et G , G , resp. Gk , Gk , les faisceaux (15) des germes de 
difféomorphismes holomorphes, transversalement formels, resp. holomorphes, trans- 
versalement formels k-tangents à l'identité, définis au chapitre (1-3). Alors pour tout 

A; e N les applications canoniques suivantes : 

1. X : H\U-G) H\U;G^''^) , ^ [cj^^y.^ , 

2. xk : H\U; Gk) H\U- +"') , [<t^^p\ç, ^ [</>Lï''].[.+.i , 

3. X ■■ H\U; G) H\U; G^""^) , Mg- ^ [«^SgW , 

4. Xk : H\U; Gk) H^U; g]^^*"^) , ^ ' 

5. x-H\U;G)^ {U; G) ^ {U; G) , [Mg ^ , 

6. X, : i^H"; Gk) — > H^{K; Gk) ^ H\U; dk) , Mg, ^ , 

sont bijectives. 

Démonstration. — Les assertions 5. et 6. découlent directement des assertions 
précédentes. La surjectivité de x , Xfe > et de X) Xfc résulte de (1.4.3). 

Montrons l'injectivité de Xk ■ Donnons nous des éléments {(paff) et (^(p'afi^ de 
Z^{L{;Gk) qui induisent des éléments ^['^ -cohomologues dans Z^{U;G]^^^^) 

W^'^ = o <t>'J'^'^ o , (^,) e Z'{U; Gt'^) . 
Le 0-cocycle (</?„) provient d'un cocycle {(j)a) G Z^{U; Gk) , 

Pour obtenir le résultat il sufSt d'appliquer le corollaire (1.4.7) avec 
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Prouvons maintenant l'injectivité de Xfe • Soient ((/>a/3) et («/'J^^) G Z^{U;Gk) qui 
induisent la même classe dans H^{U; qI^~^^^ ) . Comme dans B) nous avons un élément 
{(t)a) de Z°{U; Qk) tel que : 

Donnons nous (Ça/3) G Z^{U;Gk) tel que Ç^^''' = ^a/?'*^^''^ ■ Nous allons montrer 
successivement les égalités, dans H^iU; Gk), des classes 

Ce qui permet de conclure. 

Décomposons (j)afj de la manière suivante : 

En utilisant le corollaire (1.4.7) on obtient : (^i^"*) G Z"{U;Çk) vérifiant 

'^ïï°^«/3 = .^i°)oÇ„^o(</.(°))-l. 

Ainsi on a : 

</.a/3 = </.(°)oiîgoea/3°(0?VS 

avec 

puisque ^^+2/» est un sous-groupe distingué de Qk ■ Décomposons alors iî^^^ de la 
manière suivante : 

= 41 ° -^S > (-^S) e (Z^; afc+2/.) , (41) e (Z^; Gk+sh) ■ 
On obtient de nouveau à l'aide du corollaire (1.4.7) une décomposition : 

-^S ° ^a/î = <^i'^ ° O , {4>2^) e ^°(W; ^fc+z.) ; 

et 

(41) {i^^a^r' ° 41 ° «^i'O G ^'(Z^; ^fc+3/.) • 

Ce qui donne : 

= o 0W) o 4) o o (^(°) o 0«) . 

De cette manière, en itérant cette construction, on obtient des suites 
(<^„(^)) e Z^{U; Gk+jh) , (4;^) e Z\U; Gk+ih) , 
qui, pour tout n £ N , vérifient l'égalité : 
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D'après la remarque (1.3.2) la suite ( ^i"' o • • • o 0q,^"M admet, pour la topologie 

_ V / riGN 

de kruU de Gk{Ua) une limite et iî^J^ tend vers l'identité. Par continuité on 
obtient la décomposition cherchée : 



En appliquant cette même méthode au cocycle o 0'^^ o 0^ ) , on obtient l'égalité 



Et donc : 



Les démonstrations de l'injectivité de x et de x sont similaires; ce qui achève la 
démonstration. □ 



2. Déformations de feuilletages 

Soit M une variété holomorphc connexe de dimension n, notons Om le faisceau des 
germes de fonctions holomorphes, Km le faisceau des germes de 1-formes différentielles 
holomorphes et Xm le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes sur 
M . On désigne toujours par P le germe (C^, 0) . 

Dans ce chapitre et dans tous les suivants nous emploierons le terme 
"arbre" pour "germe d'arbre". 

2.1. Généralités sur les feuilletages. — Définissons un feuilletage holomorphe 
de codimension q (éventuellement singulier) sur M comme la donnée d'un faisceau 
de sous-modules Ajr de Km localement libres de rang q, vérifiant en chaque point m 
les relations d'intégrabilitc suivantes : 

(22) oj^ h-- - hujt hduj' = , Vi = l,...,g V . . . , tj"? S Ajf,™ 

Cette définition n'est pas la plus générale mais nous n'aurons à faire ici qu'à deux 
types de feuilletages, les feuilletages de codimension 1, 

(23) AjF, m = (Wm) , Wm A éjJm = , 

ou bien leurs " déformations à p paramètres" que nous définirons précisément en (2.2) : 

AjTp = {dti, . . . , dtp, fl) , dti A . . . A dtp AQ, A dfl = , O | {t=o} = w , 
avec ti,. . . ,tp les coordonnées canoniques sur P := (C^*, 0) . 

En dehors du lieu singulier de T, i.e. le sous-ensemble analytique Sing{J^) défini 
par le radical du faisceau d'idéaux 

/jp := (AAjp) • (I Xm), 



(®)On aurait pu seulement imposer à Ajr d'être cohérent de rang générique q, c'est à dire de rang q 
presque partout. 
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on a un feuilletage régulier de codimension q noté ^'"«s . Lorsque Sing{!F) n'a pas 
de composante de codimension 1, on voit facilement qu'aucun point singulier m n'est 
"éliminable" : on ne peut pas prolonger ^''«s au voisinage de m en un feuilletage 
régulier. En divisant localement les générateurs de A^^^ par le p.g.c.d. de leurs coeffi- 
cients, on construit un unique feuilletage sat{T) appelé saturé de T -, qui coïncide avec 
T sur la partie régulière M — Sing{J^) de M et qui est maximal pour cette dernière 
propriété. On a l'égalité : 

KatiJ'),m = e Am,™ ; r? Aw^ a • •• a a;« = , V . . . , G A:f,„ } 

L'image réciproque f~^T de T par une application holomorphe / d'une variété 
holomorphc M' dans M est le feuilletage de codimension q localement défini par les 
images réciproques j*u: , w G h.j:^m lorsque celles-ci engendrent un faisceau localement 
libre de rang q. Quand / est un plongement et les , w G Ajr „j tous identiquement 
nuls, nous dirons que M' est une variété intégrale ou invariante de T . Lorsque M' 
est la partie régulière d'un sous-ensemble analytique fermé S de M, nous dirons que 
S est un ensemble intégral ou encore invariant de . 

Définition 2.1.1. — Nous appelons transformé strict de T par f et notons f*J^ le 
saturé de f~^T ■ 

Lorsque f est un biholomorphisme, les deux feuilletages IF ciTL := f^^T sont dits 
holomorphiquement conjugués: et l'on note J- ^hoi 'H . Signalons la propriété d'image 
directe suivante qui s'obtient facilement à l'aide du théorème d'extension de Levi des 
fonctions méromorphes. 

Proposition 2.1.2. — Soient h : M — > M' une application propre entre deux 

variétés holomorphes de m,6m,6 dimension et T un feuilletage holomorphe (singulier) 
sur M . Supposons que la codimension de h{Sing{J^)) soit > 2 et que la restriction 
de h au complémentaire de Sing{T) soit un difféomorphisme sur son image. Alors il 
existe sur M' un feuilletage unique noté ht,T et appelé image directe de T par h tel 
que h*hifJ^ = sat{J^) . 

Nous aurons aussi à considérer la position relative d'un feuilletage par rapport à 
une hypersurface à croisement normal. Cela nous amène à poser : 

Définition 2.1.3. — Soit T un feuilletage holomorphe saturé de codimension q au 
voisinage d'un ensemble analytique S. On appelle lieu singulier du couple [T, S) 
l'ensemble analytique Sing{T, S) défini par le radical du faisceau d'idéaux 

J7>, s = sat (7^, s) , Ij^, s := (A A^ ) • (| Xm, s) , 

où : Xm,s C Xm est le sous-faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes 

sur M tangents à S (i.e. à la partie lisse de S) et où, pour \m idéal / := (/i, . . . , fr) 
de Cm,™, on désigne par sat (/) l'idéal (/i/.g, . . . , fr/g) , g := p.g.c.d.ifi, /,.) 

Visiblement Sing{J-) et Sing{J^, S) coïncident en dehors de S. On voit facilement : 
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Proposition 2.1.4- — Soit S une hypersurface de M à croisements normaux. Un 
point m € S appartient à M — Sing (JF, S) si et seulement si en ce point T est régulier 
et chaque composante irréductible locale de S est soit invariante soit transverse à T 
en tout point. 

Si l'on n'avait pas effectué dans (2.1.3) l'opération de saturation de /jf, s on 
aurait de plus comme points singuliers ceux des composantes de S qui sont variétés 
intégrales de T. 

Considérons maintenant un sous espace analytique 5 = (l^l , Om/Is) de M, non 
nécessairement réduit. Désignons par l'espace annelé donné par 

(24) |M^| := \S\, Ôi := lim ( '"'f.^U , 

OÙ L : S ^ M désigne l'application d'inclusion. Nous dirons que est un espace 
transversalement formel et les cléments de seront appelés germes de fonctions 
transversalement formelles le long de S . 

Classiquement l'espace transversalement formel M'^ s'identifie à celui obtenu de la 
même manière à partir de l'espace analytique réduit associe à S. 

Nous n'aurons à considérer ici que des sous-espaces de dimension 0, (oii l'on 
retrouve la notion usuelle de série formelle), et des hypersurfaces localement définies 
dans de bonnes coordonnées {zi, . . . , Zn) par une équation du type zi = , resp. 
Z1Z2 = . Les éléments de Of^ ^ s'expriment alors respectivement comme les séries : 

00 

(25) Y, Mz-2,...,Zn)z'l, 

fe=0 

ou bien 

oo 

(26) ^ (4(^3...,^„) + 4(-^i; Z3, ...Zn) + AI{Z2; Z3 . . .,Zn)){zi Z^f , 

k=0 

les rayons de convergence des coefficients Ak , A-j, étant tous minorés par un même 
réel > . 

Soit JT" un faisceau cohérent d'idéaux de Of^ et Sj := supp{Ofj/J) C S. On 

appelle sous-espace de M transversalement formel le long de S l'espace annelé 
Zj = {Sj ,Off/J). Lorsque l'idéal J est égal à son radical, on dit que Zj est un 
sous-ensemble de M transversalement formel le long de S . 'L'' intersection de deux 
sous-ensemMes transversalement form,els est défini par le radical du produit de leurs 
idéaux. Lorsque / est un faisceau d'idéaux de Om (avec / égal à son radical), nous 
notons 1^ = 1 ®Om ■ Dans ce cas S^s = n 5 oiî Z est le sous-ensemble 
analjftique de M défini par I. 
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Soit S' un sous-espace analytique d'une variété M'. Une application transversale- 


ment formelle f : M' , que l'on notera aussi / ; {M', S') (M, S) est un 

morphisme d'espaces annelés donné par |/| : \S'\ — > |5| et /* : Of^ ^m'- 

5' 

Pour tout sous-ensemble quelconque K' de S' , on appelle germe de M' le long 
de K', le sous-espace annelé {K' , i-\Of^,)) où i : K' ^ S' désigne l'application 

d'inclusion. Le germ,e de f le long d'un sous-ensemMe K' C S', note / : [M'.K') 
(M, S), est un morphisme d'espace annelé entre les espaces annelés {K' , i~^{Ofj,)) et 

Via l'extension des scalaires «."^(Om) Oj^ on obtient les faisceaux (de base 
S) des 1-formes différentielles et des champs de vecteurs transversalement formels le 
long de S en posant : 

Am := i~^(Am) <S)i-i(o„) Cm i -^m '■= ''~^{^m) 'S),-içom) ■ 

Lorsque S est réduit à un point, S = {m}, on retrouve les notions usuelles de séries, 
1-formes différentielles et champs de vecteurs formels et nous notons simplement ces 

espaces par Om, m , Am, m , Xm, m ■ 

Définition 2.1.5. — Un feuilletage T de M de codimension q transversalement for- 
mel le long d'un sous-espace analytique S C M est la donnée d'un faisceau A^ de 

sous-modules localement libres de rang q du faisceau A|^ qui satisfait en chaque point 

m de S les relations d'intégrabilitc (23). Le germe de T le long d'un sous-ensemble 
K de S, noté {^,K) est la donnée de la restriction A^^ = i~^(A^), i : K ^ S 
désignant l'application d'inclusion. 

Remarque 2.1.6. — Avec ces définitions, on étend sans peine à un feuilletage 
transversalement formel !F le long de S, les notions de lieux singulier, de saturation, 
ainsi que les notions d'image réciproque f~^{T) et de transformé strict f*{J^) par 

une application transversalement formelle / : A-I' M . On dispose aussi d'une 
notion de sous-espace transversalement formel invariant par T. On peut aussi définir 
la relation de conjugaison formelle entre deux feuilletages transversalement formels 
et JF' par un isomorphisme transversalement formel, que l'on notera par ^ for ^' ■ 

Remarquons aussi que toute application holomorphe h d'une variété holomorphe 
M' dans une variété holomorphe A4 induit une application transversalement formelle 
M'S' ^ mS avec ici S' = h'^S) i.e. := h-^{\S\), Os' := Om'/Is' et Is' := 
h*{Is)OM' ■ En particuher, l'image réciproque par h d'un feuilletage transversalement 
formel le long de S est un fcniilk^tago transversalement formel le long de h'^^(S). 
D'autre part l'opération d'image directe commute avec la complétion, d'après les 
théorèmes de comparaison de Grauert [1, page 269]. La proposition de type Hartogs 
(2.1.2) s'étend ainsi à l'image directe d'un feuilletage transversalement formel par une 
application holomorphe. Ainsi lorsqu'on considère un feuilletage formel à l'origine de 
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défini par une 1-forme formelle 

(27) LO := a{x,y)dx + b{x,y)dy e Âc2_o 

son transformé strict par une succession finie E d'éclatements en des points sera un 
feuilletage transversalement formel le long do £^"^^(0). Réciproquement tout feuilletage 
transversalement formel le long de ^^"^(O) provient d'un feuilletage formel saturé à 
l'origine de C^. 

Remarque 2.1.7. — Supposons à présent que S est une sous- variété analytique de 
M, de codimension égale à la codimension q du feuilletage !F, et invariante par J^. 

Fixons un point m € S — {Sing{J-') H S). On peut voir qu'il existe des coordonnées 
zi, Z2t ■ ■ T Zn transversalement formelles de O^^^^ telles que soit engendré par 

dzi,dz2, ■ ■ ■ , dzq. C'est la version transversalement formelle du Théorème de Probe- 
nius qui se montre do manière identique. En effet, étant donnés une submersion 
R : (M, m) ^ {S, m) et un germe en m de champ transversalement formel X qui 
se projette en un champ holomorphe sur S via R, on voit facilement qu'il existe une 
application $ : R~^{m) x C ^ {M^,m) transversalement formelle le long de m x C 
telle que ^ ~ X o où t désigne la variable sur C [22, page 505]. 

Ainsi on définit comme d'habitude l'holonomie de T le long de S — {Sing{J^) H S) 
comme une représentation ps de 7ri(5 — {Sing{T) n 5), mo) dans Diff{T,mo) où. 
(T, mo) est un germe de sous- variété holomorphe de dimension q transverse à S' en 
un point fixe mo G S* et Dif /{T^uiq) désigne le groupe des difféomorphismes formels 
de (T, TOo). L'image H s de ps s'appelle le groupe d'holonomie de S par rapport à T. 

Comme dans le cas holomorphe ps classifie le germe de T le long de l'ensemble 
invariant S. Plus précisément, donnons nous 7? : {M, S) ^ S germe de siibmcrsion 
le long de 5, avec iî~^(TOo) = T, la restriction de iî à 5 étant l'identité. Alors les 
représentations d'holonomie respectives ps et p'g de deux feuilletages T et T' de M 
transversalement formels le long de S sont formellement conjuguées p'g = (j)o pg o 
avec <j> € DiffÇr, mg) si et seulement s'il existe un isomorphisme transversalement 
formel $ : (M, S) (M, S) tel que = P. 

2.2. Déformations formelles d'un feuilletage. — Soit un feuilletage formel 
à l'origine de défini par une 1-forme formelle 

(28) u) := a{x,y) dx -\- b{x,y) dy G ^c^,o 

et soit P le germe (C^', 0) . Une déformation formelle de T le long deOx P , de para- 
mètres P , est la donnée à unité multiplicative près, d'une forme différentielle formelle 
du type 

(29) r] := A(x,y; t)dx + B{x,y; t)dy 

telle que A{x,y;t) = T,'^k=oAk{t)x^y'', B{x,y;t) = Y,T,k=oBôk{t) y^ G 
C{f}[[a;, y]] , avec t := {t\,...,tp), les rayons de convergence des Aji.{t) , Bjk{t) 
étant minores par mi réel > commun et A{x, y; 0) = a{x, y) , B{x, y; 0) = b{x, y) , 
A{0,0-t) = B{0,0;t) =0. 
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Plus généralement, considérons un feuilletage IF de codimension 1 transversalement 
formel le long d'un sous-ensemble analytique S (non nécessairement fermé) d'une 
variété holomorphe M . 

Définition 2.2.1. Une déformation transversalement formelle de (M, S, J^) 
paramétrée par P , est la donnée 



1) d'une déformation (A4p, Sp, n) de {M, S) de base P, c'est à dire : 

a) d'un germe le long de S de plongement holomorphe a de (M, S) dans une variété 
holomorphe A4p munie d'un sous-ensemble analytique Sp tel que cr{S) C Sp , 

b) d'un germe de submersion n : {A4p, o-{S)) P tel que la restriction de tt à Sp 
soit plate et vérifie : 7r"i(0) = (t{M) , 7r"i(0) (iSp = a{S) , 

2) du germe J^p le long de <j{S) d'un feuilletage transversalement formel le long de 
5p , de même dimension que ^ qui vérifie : 

a) les feuilles de J^p sont contenues dans les fibres de tt , 

b) cj*rp = r. 

La condition 2. a. signifie que tout germe en un point de a'{S) d'un champ de 
vecteurs X transversalement formel le long de Sp qui annule Aj^p est vertical, i.e. 
Ttï-X ee 0. 

Remarquons que lieu singulier Sing {J-p, Sp), que l'on défini comme en (2.1.3), est 
aussi le sous-ensemble de M transversalement formel le long de S donné par le radical 
du faisceau d'idéaux 



011 A^vif,/,,<Sp désigne le faisceau des germes de champs de vecteurs verticaux trans- 
versalement formels le long de Sp et tangents à Sp . Nous appellerons cet ensemble 
transversalement formel le lieu singulier relatif de la déformation T_p et le notons 
Singp {T_p) . 

Remarque 2.2.2. — Lorsque la restriction àe iï a Sp est propre on peut, pour des 
petites valeurs du paramètre t & P, considérer les fibres des données de (30) au 
dessus de t . On obtient un espace analytique compact réduit Sp{t) := Sp H ir~^(t) , 
un germe de variété A4p{t) := (TT~^{t), Sp{t)) et un feuilletage J-p(t) sur M.p{t) 
transversalement formel le long de Sp{t), obtenu en restreignant J^p à Tr~^{t) . La 
propreté de tt permet donc de considérer £p comme le germe en S P d'une "famille" 
de feuilletages transversalement formels 



D'après (31) le lieu singulier relatif de £p est la "famille" des lieux singuliers des 



(30) 



Ep = {Mp, Sp, TT, a; Tp) , 



(31) 




Zp{t) := {Mp{t), Sp{t), J^p{t)) . 



Tp{t). 
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Remarque 2.2.3. — Lorsque est un feuilletage formel à l'origine de C^, i.e. M = 
et S = {0}, la condition de platitude de la restriction de tt à iSp lui impose d'être 
étale au dessus de P et l'on peut supposer que Sp = x P . On retrouve alors la 
notion de déformation formelle le long de x P définie par (29). Le lieu singulier 
relatif de £p est défini par les équations A{x, y; t) = B{x, y; t) = et le feuilletage 
formel ^p{t) est alors donné par la 1-forme formelle rjt G ^c^xt, (o,t) obtenue en fixant 
la valeur du paramètre t £ P dans (29). 

Donné un germe d'application holomorphe p : Q := (C^, 0) — > P on ap- 
pelle déformation obtenue à partir de T_p par le changement de paramètres p la 
déformation transversalement formelle 

p*T_p := {p*Mp, p*Sp, p*TT, p*a; p*J^p) 

dont les composantes sont définies par les diagrammes cartésiens 

p*Mp ^ Mp p*Sp ^ Sp 

p*'ïïi □ Tri P*T^i □ Tri 

Q ^ P Q P 

avec p*Tp ;= ip*J-p- Comme d'habitude cette opération est contravariante. 

Deux déformations transversalement formelles de (M, S, J^) de même espace P de 
paramètres 

Ep := {Mp, Sp, TT, a; Ep) et Z'p ■= {M'p, S'p, ir', S'; E'p) 

sont dites formellement conjuguées s'il existe un germe d'isomorphisme $ transversa- 
lement formel qui conjugue Tp à E'p , fait commuter les submersions tt et w' et vaut 
l'identité au dessus de l'origine : 

$ : (>[p,cr(5)) (X'p,S'(5)) 7r'o$ = 7r, $ocr = S', <è*T'p = Tp. 

On notera alors $*£p = £p , ou encore Ep^ p, forEp • On dit que Ep ^st formelle- 
ment triviale s'il existe une conjugaison formelle entre Ep et la déformation constante : 

(32) Ep :={MxP,Sx P, n, i; E^'*) , 

où TT désigne la projection canonique de M x P sur P , i l'inclusion de M = M x 

dans M X P et Eff*^ est le feuilletage transversalement formel constant défini comme 
pr^^T, avec pr : M x P ^ M la, projection canonique. 

2.3. Construction de déformations formelles par collage. — Fixons un feuil- 
letage formel E à l'origine de , et un germe d'arbre non nécessairement régulier 

(33) Ap = (M^ , S-'" , , TT, , P-'" ) ^.^j, 

au dessus de P := (C^', 0) . Pour les données de cimes de Ap et celles du germe d'arbre 
Ap(0) défini en (9), nous conservons les notations (8). Le transformé strict E' = EqE 
de E par Eq , cf. (2.1.1) est un feuilletage transversalement formel le long du diviseur 
de cime Vq CV de Ap(0) . Comme dans (2.1.5) on désigne par {E' , W) le germe de 
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T' le long d'un sous-ensemble quelconque W cVo- Nous supposons dans tout ce qui 
suit que Vq est un ensemble intégral de J^' . 

Définition 2.3.1. Une déformation transversalement formelle £p de le long 

de X P , de paramètres P est dite compatible avec l 'arbre Ap si 

1. = X P , S° = 5° = X P et pour tout j = l,...h\e lieu singulier relatif 
du transformé strict de Tp sur Ai^ intersecte suivant S-' . 

2. le diviseur de cime V de Ap est un ensemble intégral du feuilletage J^'p := E*Tp , 

3. la restriction de la projection tt : Ai'^ ^ P au lieu singulier relatif de £p est 
finie (c'est à dire 'Kt,{Osingp{j^p)) est un Op-module fini), 

4. Singp (£p) nT>o = Sing{P) . 

Nous allons donner des procédés de construction de telles déformations, pour cela 
nous faisons les deux hypothèses suivantes : 

- l'ensemble Eo des singularités de la cime Ap(0) est égal au lieu singulier de J^' , 

- le diviseur Vq est un ensemble intégral de . 

Reprenons le vocabulaire et les notations introduites dans la définition (1.4.1). 

Définition 2.3.2. — Nous appelons bon système de lacets associé à un élément cri- 
tique K toute collection Tk de lacets telle que : 

1. Si iîr G Co(Ap) alors Vk = {lK,L)L^Adi{K) où ^K,L est un lacet simple tracé sur 
L (cf. (17)) bordant un disque conforme Wk l CL L vérifiant Wk LC\Sing{J^') = 

2. Si if G Ci(Ap) alors Vx est une collection {"iK.m)meAda(K) de lacets simples 
tracés sur K de même origine mo et bordant des disques conformes VK,m C K 
tels que VK,m H Sing{T') — {m} et VK,m H VK,m' — {'tzo} pour m ^ m'. 

Fixons un germe de courbe lisse (T, mg) transverse à K G Ci(Ap) en l'origine 
commune d'un bon système de lacet mo ainsi qu'un bon système de lacets. Or- 
donnons et orientons les lacets de ce système : F^ = {-fj)j^i ^(^^^ de manière que 

.-1 . . ' ' ^ 

leurs classes dans tti {K, mo) vérifient : 7„(^) = 7i o • • • o îyÇK)-i- Notons hj G Otuiq 

l'holonomie du feuilletage J^' le long de 7^ , j = 1, . . . , v{K). 

Proposition 2.3.3. — Pour chaque j = 1, . . . ,v{K), donnons-nous un germe de 
famille de difféomorphismes formels hj^t € Ôt, mo dépendant analytiquement du 
paramètre t G P et tels que 

hj, = hj , et K{K),t = h\,t° ■ ■■ K(^K)-i,t ■ 

Il existe alors une déformation transversalement formelle ^'p x de ÇMq, K, J^'^ de 

paramètres P réalisée sur le produit (a4o xP, k xP^ telle que pour chaque j = 
1, . . . ,v{K), l'holonomie du feuilletage (de dimension 1) T'p ^ long du lacet ^j, 
calculée sur la transversale (T x P, (mo,0)) est égale à hj{u,t) := hj^t{u) ■ 
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Démonstration. — Nous raisonnons par induction sur v = v{K). Pour v{K) = 1 , K 
est conformément un disque et le résutat est immédiat : d'après la remarque (2.1.7), 
les feuilletages de feuille K et leurs déformations sont tous triviaux le long de K . 

Pour V := v{K) > 2, notons Ado{K) = {mi, . . . , to„} C ^ C Alors K - {m„} 
est biholomorphe à C et peut être recouvert par deux disques conformes Ui et U2 
d'intersection connexe et simplement connexe, et tels que 

Ui Cl Ado{K) = {mi} , U2 Ci Ado{K) = {m2, ■ ■ ■ ,^2^-1}, avec 

7i C C/i, et {i2,---,lv-i} CU2/,. 

Supposons donnée pour chaque k = 1,2 une déformation transversalement formelle 
£p du germe de T' le long de Uk- Par la remarque (2.1.7), ces déformations sont 

formellement triviales le long de Ui fl U2 et donc formellement conjuguées. Soit G 
le faisceau (16) de base T>o d'automorphismes transversalement formels introduit en 
(1.3). Donnons nous une section $12 de Q au dessus de ?7inJ72, telle que $*2 £p = 

£p, Ui ■ 

On utilise alors le résultat suivant, dont une brève preuve sera donnée plus bas 

(34) H\U,g)=0, U := {Ui, U2) . 
Ainsi $12 se décompose en 

(35) $i2 = $2 0$-i, ^keGiUk), k=l,2. 

Et les déformations ï'î^pc/j et $2£pc/2 s® recollent le long de Ui Ci U2 en la 
déformation cherchée. 

Pour démarrer l'induction, il reste à traiter le cas v{K) = 2 . Il se fait comme 
précédemment. L'ensemble K est conformément le plan complexe épointé C* que l'on 
recouvre par trois secteurs Uk , k ~ 1,2,3 sans intersection 3 à 3 et d'intersections 2 à 
2 connexes et simplement connexes. L'holonomie de J^' est donnée par un seul élément 
h G Diff{T, mo) où (T, mo) est une transversale k K en mo € J7i n J72 . Considérons 
la déformation ht de h donnée par l'hypothèse, et posons ht = ht o h~^. Le long de 
UiriU2, le feuilletage J^' est trivial d'après (2.1.7). Donnons nous une section $ de 
Q sur Ui n U2, qui est égale à ht sur (T, mo). Considérons pour U = {Ui, U2, U3) le 
cocycle ($ife) € (u; donné par $12 = $ , $23 = id et $31 = id. On applique 

à nouveau l'égalité (34) qui est encore vraie pour le recouvrement U = {U\,U2, Uz). 
Comme précédemment, on obtient une déformation transversalement formelle £p du 
germe de T' le long de K. On vérifie que l'holonomie de cette déformation le long de 
K est égale h. ht- □ 

Démonstration de (34). Cotte égalité peut se montrer directement en résolvant 
l'équation cohomologique (35). Pour cela on explicite cette équation en développant 
en série par rapport à la coordonnée z qui correspond à une submersion-équation de 
K . En procédant par induction suivant les coefficients de , on est ramené à résoudre 
l'équation linéaire A12 = A2 — Ai, An € 0\{U\ fl IJ2) d'inconnues A^ G 0\{lJk). 
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Ceci est toujours possible puisque H^{h{,Oj^) = 0. La démonstration est similaire 
dans le cas du recouvrement de C* par trois secteurs. □ 

Donnons nous maintenant un arbre Aq au dessus de {0} compatible (2.3.1) avec un 
feuilletage formel T à roriginc de et pour chaque élément critique K G C (Aq) de 
Aq un système Tk '■= {ik,l) de bons lacets (2.3.2). Notons encore J^' le feuilletage 
transversalement formel le long du diviseur de cime 2?o de Aq , transformé strict de 
T et {T', K) le germe (2.1.5) de JT' le long de K & C (Aq) 

Définition 2.3.4- — Une collection de déformations transversalement formelles des 

germes iJ^',K), K G C(Ao), 

(36) S := {£!p,k) Kec{Ao) ' —p.k ■= Ç^p,k, Spm, tt'p.k, ^' p,k; ^'p,k) > 

telle que Sp^x soit une variété intégrale de J-'p sera appelée système semi-local 
de déformations formelles de T' . Le sytème S est dit réalisé dans une déformation 
{Mp, Sp, TT, cr) de {A4o,So) si les Wp,K sont des voisinages ouverts de (t{K) dans 
Aip qui intersectent Sp suivant Sp^x, et si de plus n' p^k et S'p.if sont des restrictions 
de TT et a . 

Une conjugaison formelle de deux systèmes semi-locaux (^K)xec(Ao) 
collection de germes le long de chaque ensemble critique, de conjugaisons formelles 
des déformations constituant les systèmes semi-locaux. 

Donné un système scmi- local S = (£p,^)ifec(Ao) déformations transversa- 
lement formelles de {!F',K), considérons pour chaque couple d'ensembles critiques 
{m,K) , dim{K) = 1 , m G Ado{K), les deux familles de difïéomorphismes formels 
dépendant holomorphiquement de t G P 

- l'holonomie h^, k; t du feuilletage J^'p ^ le long de ^m,K et 

- l'holonomie hK.m;i de J-pj^ le long de jK.m- 

Ces familles sont bien définies modulo la relation de conjugaison par une famille de 
difïéomorphismes formels dépendant holomorphiquement de t . 

Définition 2.3.5. — Le système S sera dit cohérent si pour chaque {m,K) 
avec Kç.C{Ao), dim{K) = 1, et m G Ado{K), il existe une une famille de 
difïéomorphismes formels 4>m,K;t dépendant holomorphiquement de et qui vaut 
l'identité pour t = Q , telle que 

(37) hK,m;t = 4'm,K;t ° hm,K;t ° i4'm, K;t)~^ ■ 

Considérons une déformation transversalement formelle £p de compatible avec 
un arbre Ap au dessus de P tel que Ap(0) = Aq . Les germes {!Fp, K) de la 
transformée stricte J^p de Tp sur la cime de Ap , le long de chaque ensemble cri- 
tique K G C (Ao) = C (Ap) forment visiblement un système cohérent noté §(£p) . 
Réciproquement on a : 

Théorème de réalisation 2. 3. 6. — Soient T un feuilletage formel à l 'origine de 
compatible avec un arbre Aq au dessus de {0} , et S un système semi-local cohérent 
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de déformations transaversalement formelles du transformé strict T' de T sur la cime 
de Aq . // existe alors un germe d'arbre Ap au dessus de P tel que Ap(0) = Aq et une 
déformation T_p de T de paramètres P compatible avec Ap telle que S = S(^p). 

Dém,onstration. — Notons (36) lo systcmc S . Le long de chaqnc ensemble critique K 
les germes d'espaces Wp^ k et Sp^x sont holomorphiquement triviaux, cf. ([20] Lemme 
1.2.2 page 304). On supposera donc que les déformations £p ^ sont réalisées sur : 

Wp,K = [Mo xP,KxO^ , Sp,K=(VoxP,KxO^ , 

où Mo et Vq sont la cime et le diviseur de cime de Aq . Identifions Mo et Vq k 
Mo X et 'Do X . Quitte à restreindre, les traces Uk des Wp^k sur T>o forment un 
recouvrement distingué U à.eT>o- Notons £p le germe de £p ^ le long de Uk ■ 

Deux ouverts U , V & U s'intersectent s'ils correspondent à des éléments critiques 
adjacents. La condition de cohérence permet alors de construire à l'aide de (2.1.7) 
une conjugaison formelle de déformations "Sj/y entre les germes de ^ et de £p y 
le long de U nV , valant l'identité en restriction k T>o x P . Appliquons le théorème 
(1.4.8) au cocycle C := (^^uv^ € {u; . On obtient un cocycle holomorphe 

C := (^uv) € Z^ (U; Q) et une cochaine formelle e Z° {u- ê) telle que 

$i7y = <èu o ^uv o . La relation de congugaison $^y£p^ u = £p^ y donne : 

^uv*%Ep,u = %^p,v 
Cette égalité signifie que lorsqu'on construit comme en (19) une variété holomorphe 
Me en recollant par les biholomorphismes ^uv des voisinages des U E U dans 
Mo X P , les feuilletages transversalement formels ^^^.Fp, u se recollent aussi en un 
feuilletage transversalement formel le long d'un diviseur (isomorphe à 2?o x -P ) • D 'après 
le lemme (1.4.5) Me est biholomorphe à la cime d'un arbre au dessus de P et l'on 
conclut par image directe cf.(2.1.6) . □ 

Nous aurons besoin au chapitre généricité d'un résultat plus précis permettant de 
construire des déformations avec contrôle des jets. Le théorème ci-dessous n'est pas 
optimal pour ce contrôle mais suffira à notre usage. 

De manière générale nous dirons que deux déformations transversalement formelles 
d'un même feuilletage réalisées sur le même espace 

£'p = {Mp,Sp,w,a;J^'p) et T!p = {Mp,Sp,-K,a\Tp) 

sont tangentes à l'ordre k gN le long d'un sous-espace analytique non nécessairement 
réduit de p : 

Z := {\Z\ , Oz := Omp/21) avec \Z\ C Sp, 
si en chaque point de Sp les feuilletages J^'p et J^' p peuvent être définis par des 
formes différentielles dont les coefficients ne diffèrent que d'un élément de l'idéal 
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En d'autres termes on a l'égalité des restrictions des feuilletages !F'p et J^p au k-ième 
voisinage infinitésimal de Z dans M p , c'est à dire l'égalité des faisceaux : 

(38) A^^ ^ (Ôf.^/si'^+i) = A^v ®o%,^ (^AiV^'^O • 

Fixons de nouveau un arbre Ap de hauteur h au dessus de P, noté (33). Désignons 

par 

(39) ]B:={V; O^/j) 

le sous-cspace analytique de la cime M de Ap défini par le faisceau d'idéaux image 
réciproque sur M. du faisceau d'idéaux Ip C Cc^xp des fonctions nulles sur x P 
cf. (11). 

Théorème de réalisation tangente 2.3.7. — Soient T un feuilletage formel à 
l'origine de <C'^, Ap un germe d'arbre au dessus de P tel que T est compatible avec 
Ap(0) au dessus de {0}. Notons T' la transformée stricte de T sur la cime Aio 
de Ap(0). On se donne une déformation transversalement formelle T_p de T de 
paramètres P compatible avec Ap , et un système semi-local S := (£"p,E:)xec(Ap(o)) 
de déformations formelles de T' réalisées sur la cime M. de Ap. Supposons qu'au 
voisinage de chaque ensemble critique K le transformé strict £p de T_p sur M. est 
tangent (36) à l'ordre k + 2h à p,k , le long deB , G N . Alors il existe un germe 
de déformation TLp de T transversalement formelle le long deOx P , k-tangente à T_p 
le long deOxP (considéré comme espace réduit), compatible avec Ap et dont le trans- 
formé strict H'p sur M. induit un système semi-local S(2ip) formellement conjugué à 



Démonstration. — On procède de la même manière que pour la démonstration du 
théorème de réalisation. Les hypothèses de tangence donnent maintenant, toujours 
grâce au Théorème 1.4.8, 3. des cocycics vérifiant : 

i'^uv)&Z\U;gk+2h), ($[/) eZ0(W;êfc+2h), *r/y*%^"p, c/ = $^^"p,v 

011 U désigne encore le recouvrement distingué de T>q formé des intersections Uk '■= 
Wk, p nl?Oî et !F" p, Uk désigne le germe de J^" p_ k le long de Uk ■ D'après le théorème 
de stabilité (1.4.6) le cocycle {^uv) vaut l'identité dans H^{U;Qk+h) ■ Ainsi 

^uv = ^'u o > i^u) e Z° {U; Gk+h) , 

et on obtient 

P,u = ^v^' p,v , UnV^^, $[/:=$[/ o G âfe+fc (C/) . 

Ces relations définisent un germe le long de î?o de feuilletage global Ti.' p , transversa- 
lement formel le long de V. Considérons la déformation Hp de , transversalement 



(^)On aurait aussi pu appliquer l'isomorphisme 2. du théorème 1.4.8 pour obtenir directement les 
conjugaisons 'i'ij . 
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formelle le long de x P , obtenue par image directe (2.1.2) de H' p par l'application 
E : M. — > X P composée des éclatements de Ap . La transformée stricte de Hp 
sur M. est Ti.' p . Par construction on a 

(40) ÂH',=Â^^ modulo j'+^+'l^, Kj^:=K^®&t. 

Soit 7] et ^ les 1-formes différentielles formelles à l'origine de x P définissant Tp 
ci TLp respectivement. Il reste à montrer que les coefficients de 77 — Ç appartiennent à 
l'idéal /p^^ oii Ip := {x,y) désigne l'idéal de O^^p^ engendré par les coordonnées 
X et y. 



Les images réciproques de 77 et Ç sur M. définissent des faisceaux de sous-modules 
de qui se décomposent en 

(Ë* in)) = Or, ■ A^', , {È* (O) = ■ An', , Or,, J^CÔ}^. 

Il découle de (40) que È*{r]) - È*{^) est une section globale de j'^+^+^Â^^ . On voit 
facilement par récurrence sur h que les champs de vecteurs ^ ^'^ 'By x P 

se relèvent sur A4 en des champs de vecteurs holomorphes globaux X := E*{x^ ^) 
et Y :— E*{x^ ^) . Ainsi en posant x — xoE et y = yoE, on voit que 

/ := x-"^ (^È*{rj) ■ X - Ë*{Cl ■ x) et g := J"'' (Ë*{'n) ■ Y - Ë*{0 ■ y) 

sont des sections globales de j'^'^^, et que ce faisceau est engendré par les sections 
globales x'^y'^ , a + (3 = k + 1 . Comme (Vq; Ô"^^ = d'après (1.2.1) on peut 
décomposer 

/= 9= 9»(}x"y^, avec Ufs, gaO ^ H" (Vq; Ô"-). 

a+/3=fe+l a+/3=fe+l 

Les coefficients fap et gaff se redescendent (2.1.6) par E en des élément faf}{x,y; t) 
et g%{x,y; t) de Ô°?^p g. Ainsi 

dx dx 



a+/3=fe+l 



et 

ri ■ ^ 

dy dy 

appartiennent à , ce qui achève la démonstration. □ 



^■|:-^|;= E 9U{x,y;t)x-yf^ 

a+0=k+l 
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3. Equiréduction 

3.1. Singularités de deuxième espèce. — Nous rappelons et précisons ici 
quelques notions classiques sur la réduction des singularités de fcnillctages. Pour 
plus de détails nous renvoyons le lecteur à [10] [22] ou encore à [17]. Donnons-nous 
une variété holomorphe M de dimension deux, une courbe à croisements normaux 
D c M et un feuilletage formel .F en un point mo € D . 

Définition 3.1.1. — Nous disons que J-' est réduit en rriQ si est : soit régulier, 
soit défini par une 1-formc différentielle formelle oj qui, dans des coordonnées locales 
appropriées {x, y) , x (mo) = y (too) = , s'écrit 

(41) Lj = {Xx + ---)dy+{tiy + ---)dx, A,^eC, A^O, ^ ^ Q<o , 

A 

oiî + • • • désigne des termes d'ordre supérieur i.e. des éléments de l'idéal {x, y)"^ C 

Cm, mo • 

Nous disons que le couple [J-, D) est réduit en ttiq si (JF, D) est régulier en mg 
cf. (2.1.3), ou bien si est réduit et chaque germe D'^^ de composante irréductible 
locale de D en mo est une courbe invariante de i.e. la restriction de a; à D'^^ est 
identiquement nulle. 

La classification formelle des feuilletages singuliers réduits est bien connue : il existe 
des coordonnées formelles Zi , Z2 € Ou,mo , Zi{mo) = Z2(mo) =0 et u G Ôm.too > 
u(rno) ^ tels que u) = uûj et 05 est l'une des 1-formes suivantes, dites formes 
normales : 

1. ôj := XiZi dz2 + X2Z2 dzi avec A1A2 7^ ,Ai + A2 = 1 , A2/A1 e C — Q , 

2. Ù: := qzi dz2 + pz2 dzi avec p, ç £ N* , (j),q) = 1 , 

3. u := qzi{l + C{zfzl)'')dz2+pz2{l + (C - l){zfz^)'')dzi avec p,q,k € W, 
(p,9) = 1,CgC, 

4. ÛJ := {Çz^ - p)zi dz2 + z^'^^ dzi , avec p e N*, ( gC. 

On dit dans le premier cas que û est non-résonnant. Dans le cas 2. on dit que w 
est résonnant linéarisable et résonnant non-linéarisable dans le cas 3.. Enfin dans 
le dernier cas on dit que w est un selle-nœud. De plus ces écritures sont uniques : 
deux feuilletages définis par deux 1-formes distinctes du type 1. à 4. ne sont pas 
formellement conjugués. 

Remarquons que dans tous les cas les courbes formelles zj = , j = 1.2 sont des 
courbes formelles invariantes (2) de ^. Ce sont en fait les seules. Si .F est un selle- 
nœud le germe de courbe {z2 = 0} est appelée variété forte et le germe {zi} = est 
appelé variété faible de . 

Définition 3.1.2. Supposons que T est un selle- nœud et que [T, D) est réduit. 
Nous disons que est un selle-nœud transverse à D enmo si D est lisse au point mo 
et si son germe est une variété forte de . Dans le cas contraire nous dirons que est 
un selle-nœud tangent à D en niQ . Lorsque de plus l'holonomie locale de la variété 
faible de J- est périodique nous dirons que J- est un selle-nœud tangent résonnant. 
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Nous avons supposé T formel au point mo . Lorsque T est transversalement formel 
le long de D il est naturel de chercher à obtenir la forme normale de T dans des 
coordonnées transversalement formelles le long de D . 

Proposition 3.1.3. — [18], [19] Soit T un feuilletage transversalement formel le 
long de D admettant mo comme singularité isolée. Si {!F, D) est réduit en toq et 
n'est pas en ce point un selle-nœud tangent à D , il existe alors des coordonnées z\ , 
Z2 ë , zi(mo) = 22(^0) = transversalement formelles le long de D et 

u G , w(too) ^ telles que w = uûj et w est l'une des 1-formes 1. à 4- 

ci- dessus. 

Lorsqu'un feuilletage formel J- à l'origine de défini par une 1-forme à singularité 
isolée, Sing{u) = {0} 

w := a{x, y) dx + b{x, y) dy 

n'est pas réduit on construit un arbre au dessus de {0} , dans le sens du chapitre 1, 
mais de hauteur à priori infime, noté 

(42) {Mi,Ei,K,Ci,w^j,Vi)., ou (Mj„i;^,S^^,Cj.,7r^,,-,©^). 

en définissant par induction la succession d'éclatements de la manière suivante : 

1. M^:=C\ SO:={0}=:CS, 

2. := Sing{!F^ o\i désigne le transformé strict do par l'application 
Eu^j := o • • • o composée des éclatements de centres C^, A; = 0, . . . , j — 1 
et VI -.^£-^{0), 

3. C est l'ensemble des points de oîi le couple [J^\ "D^) n'est pas 
réduit. 

Un théorème classique de Bcndixon-Scidcnberg [2] [30] [22] affirme que l'arbre 
de réduction d'un feuilletage formel à l'origine de est de hauteur finie : avec les 
notations ci-dessus, il existe un entier noté h^^ ou hjr pour lequel C^" = . 

Dans toute la suite du texte nous désignerons indifféremment par A[J-'] ou A[lu] 
l'arbre (42) que nous appelons arbre de réduction de T ou de lu. Nous noterons aussi 
(43) 

E^:=E^:=E^,h^, := M> , V:^ ~ T?u> ~ (0) , T := EZ{T) . 

Définition 3.1.4- — Nous dirons que : 

J- est non-dicritique si T>jr est un ensemble invariant de , 

J- est de deuxième espèce s'il est non-dicritique et si aucun point singulier de f 
n'est de type selle-nœud tangent. 

est semi-hyperbolique s'il est non-dicritique et si aucun point singulier de 
n'est de type selle-nœud. 



(*)i.e. dimc (Oc^.o/ i'^'^)) < °° 

*^^'Ces feuilletages sont aussi appelés courbes généralisées dans [6] 



MODULES FORMELS DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES 



39 



L'arbre dual fléché et pondéré A*[^] de A[^], cf. (1.1.2) possède une seconde 
pondération, la pondération par multiplicités que nous allons définir maintenant. 

De manière générale, donnons-nous une application holomorphe E d'une surface 
lisse M sur telle que V := E~^{Q) soit une hypersurface et une 1-forme formelle 
rj S Ac2 non nécessairement à singularité isolée. Le sous-faisceau de modules {E*{ri)) 
de engendré par E* (77) se décompose de manière unique en 

(44) {E*{r,)) = J- n ^d"^'^ ■ h, ' rnD{v)&n, 

DÇ.comp{T>) 

OÙ comp{T>) désigne l'ensemble des composantes irréductibles deV , Ijy le faisceau des 
fonctions transversalement formelles le long de V nulles sur D , Trj le feuilletage défini 
par r] , E* J-,^ son transformé strict (2.1.1) et ,/ un faisceau d'idéaux dont les zéros ne 
contiennent aucune composante irréductible de T> . Lorsque rj est à singularité isolée 
en 0, on a J = (1) . 

Définition 3.1.5. — L'entier moiri) défini par (44) s'appelle la multiplicité de rj 
suivant la composante irréductible . Il se note aussi ruo {^n) ■ 

Ce nombre s'interprète comme le plus grand entier k tel qu'en chaque point la fc-ième 
puissance d'une équation réduite locale de D divise E* (rj) . 

Enrichissons la donnée de A* [J-'] en associant à chaque sommet s correspondant à 
une composante irréductible D de V^^ , d'une part l'auto- intersection e(s) := {D,D) 
et d'autre part la multiplicité m{s) := moi^) € N. On obtient un arbre double- 
ment pondéré. Nous y rajoutons une donnée supplémentaire en munissant du symbole 
"flèche double" chaque sommet dont le diviseur correspondant, appelé composante di- 
critique, n'est pas invariant par JF. L'arbre obtenu est noté A[T] . 

Définition 3.1.6. — L'arbre A [^] s'appelle arhre dual doublement pondéré associé 
à T . 

Dans [6] on trouvera des formules liant ces multiplicités avec le nombre de Milnor 
de T déflni par 

(45) /xo [T) := dimc ( Ôc2, 0/ (a, &)) , 

et avec la multiplicité algébrique du feuilletage à l'origine c'est à dire l'ordre du premier 
terme du développement en série de w que l'on note i/o(w) ou i'o{T) . Les auteurs 
déflnissent aussi le nombre de Milnor no {T, Z) de T suivant une courbe invariante 
lisse Z comme la multiplicité à l'origine de la restriction à Z d'im champ de vecteurs 
formel à singularité isolée définissant J-" . Ils prouvent la formule suivante, lorsque 
est sans composante dicritique : 

(46) uo{J') + l= Yl H m{D)(^^im{^, D)-e{m) + l^ 

Decompi-Du.) meSingi^nD) 
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OÙ e{m) est le nombre 1 ou 2 de branches de au point met m {D) est défini comme 
en (1.2) par l'égalité de faisceaux d'idéaux 

Ejm= n ^D^''\ m:={x,y)cÔc2,o. 

Remarque 3.1.7. — est un selle-nœud tangent à 2 si et seulement si /xo(^, Z) > 
1. 

La formule (46) permet de voir par induction que, pour non-dicritique, les mul- 
tiplicités niD (w) s'expriment comme des fonctions affines des nombres de Milnor 

/im {!F, D) , D G com,p{'Duj) , m £ Sing{J-) , dont les coefficients sont des entiers > 
qui ne dépendent que de A* [lu] . Le pas do l'induction repose sur les égalités : 

(47) niD, (w) = i^c + mo (w) , Ad{c) :={£>€ comp{Vl) / c & D) , 

DeAd{c) 

OÙ c G et De est la composante de créée par l'éclatement de c . Les feuilletages 
de deuxième espèce sont caractérisés par les égalités {T, D) = 1 . On en déduit la 

Remarque 3.1.8. — Si !F est de deuxième espèce, alors 

1. les multiplicités mo (w) sont données par A*[w] , 

2. dans l'ensemble |w' e Apa^o / Sing {w') = {0} et A*[w;'] = h.*[w] | la pondé- 
ration par multiplicités de k.[w\ réalise pour chaque sommet un minimum. 

Sous l'hypothèse de non-dicriticité, J- ne possède qu'un nombre fini de courbes 
formelles invariantes à l'origine appelées séparatrices formelles de J- par certains au- 
teurs. Soit / e Oc^jO une équation réduite de l'union de ces courbes que l'on notera 
Sep [T) ou Sep (w) . Dans [6] les auteurs prouvent : 

vq (w) > vq {df) , Ho (w) > /xo {df) , 

(48) 

tod (w) > rno {df) , D e comp{Vi^) , 

ainsi que l'équivalence 

(49) est semi-hyperbolique <^=^ /xq (<^) = A*o {df) ■ 

Nous allons donner plusieurs caractérisations des singularités de deuxième espèce. 
La plus intéressante fera intervenir les faisceaux de base T)i^ suivants : le faisceau 
X~ formé des germes aux points de V^^ des champs de vecteurs X transversalement 
formels le long de qui sont tangents à i.e. A~ ■ X = et le faisceau Xg, 
formé des champs X transversalement formels tangents à S' := (^Sep{J^)^ , i.e. 
X ■ Ig, C , oii Ig, est le radical du faisceau d'idéaux ^/ o E^j ■ Désignons par a le 

morphisme Xg, — > qui à un champ X associe £'a,*(w) - X . Le théorème suivant, 

annoncé dans [21] , donne une interprétation géométrique de la propriété prouvée dans 
le lemme clé (3.2) de [21]. 
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Théorème 3.1.9. — Soit T un feuilletage formel non-dicritique à l'origine de 
défini par une 1-forme formelle iv à singularité isolée et f une équation réduite de 
Sep{J-') . Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. est de deuxième espèce, 

2. vq (w) = (df) , 

3. A[lu] = A[df] , 

4. pour chaque D G comp(T>i^) on a l'égalité mo (w) = mu (df) , 

5. il existe un D d comp{T)^) pour lequel ruD (w) = mo {df ) , 

6. on a la suite exacte : 

(50) ^ % ^ ^ (/o ^ 0. 

Démonstration. — Dans [6] la démonstration de la formule (46) reste valable 

pour une succession quelconque E d'éclatements. Appliquons-la à a; et k df pour 

E = . Comme le lieu singulier de E* {J^.-t) est contenu dans celui Ae T , on 

dj 

obtient l'inégalité vq {uj) > vq {df) . Aux points singuliers m de T , {E*{!F <~), D) 
est égal à 1, ou à si E*{J- -7) est régulière en m . On on déduit immédiatement que 

l'égalité vç) {ij) = vq {df) est réalisée si et seulement si Sing (^E*{J-^j)^ = Sing{J-) 

et {J-", D) = 1 pour chaque point singulier m et chaque composante irréductible 
D de X>a; ; c'est à dire si et seulement si w est de deuxième espèce, ce qui prouve 
1. <S=^ 2.. 

Trivialement on a 3. =^ 4. et 4. 5. . Pour l'implication 5. 2. raisonnons 

par contraposée et supposons que i^o {'^') > l'o {df) ■ La composante Do de créée 
par l'éclatement de l'origine satisfait moo (w) > {df) . A l'aide de (48) appliquée 
en chaque point singulier des transformés stricts de u) et de df sur Dq, on en déduit 
que tud (w) > mn {df) pour tout D e compiVuj) ■ 

Pour montrer 1. =4- 3. raisonnons par récurrence sur la hauteur de A[(jj] . Il 
suffit d'après la propriété (★) ci-dessus de montrer l'égalité A* [w] = A* [df ] . Lorsque 
hu; = 1 les séparatrices formelles de lu sont des courbes lisses deux à deux transverses 
et il suffit de voir que leur nombre p est > 3 , c'est à dire que / = n'est pas déjà 
une courbe à croisement normal. Sinon uq {df) = 1 et d'après 1. 2. on a aussi 

{oj) = 1 . Dans ce cas les seuls feuilletages qui se réduisent par un seul éclatement 
sont du type w = {y + ■ ■ ■)dx + {—x + ey + ■ ■ ■)dy avec £ = ou 1 . Ces deux 
possibilités sont exclues car u est dicritique si £ = et on obtient un selle-nœud 
tangent pour lorsque £ = 1 . La démonstration du pas de récurrence est triviale. 

Calculons maintenant les fibres du co-noyau de a aux points c de V^^ . 

Nous distinguerons plusieurs cas. Supposons d'abord que J-' est régulier et 
est lisse en c. Fixons des coordonnées transversalement formelles locales Zi, Z2 
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dans lesquelles f o E^^ = _ Lq, composante D de portant c est 

{z2 = 0} . Au point c la fibre de X^, est engendrée par les champs et Z2 
et le germe de est défini par une 1-forme transversalement formelle qui s'écrit 
ùj = ^'^^ {A{zi,Z2) Z2 dzi + B{zi, z-i) dz'i) avec 5(0, 0) 7^ . Ainsi 

(51) (/ o E„) ^ = [zT ^'^'+') et cokeria) , = (z^ ^"^+') • 

On en déduit l'implication 6. =^ 4. . 

Pour l'implication réciproque il reste à prouver l'exactitude de la suite (50). aux 
points singuliers de J- car (51) donne l'exactitude aux points réguliers. Considérons 
d'abord un point singulier c sur une composante D de où T>^ est lisse. On sait 
que [le {T , D) = 1 car 4. 1. . Ainsi dans de bonnes coordonnées locales en c on 
peut écrire 

ÙJ = z^ {A{zi,Z2)z2dzi + {X + B{zi,Z2))zidz2) , 5(0, 0) = 0, A 7^ , 
et / o iJ^^ = zizl"*""^ , D = {z2 = 0} , q := niD (to) = mo (df) . 
Maintenant X-^, est engendrée par zi^^ et Z2 ce qui donne bien ^/ o E^^ = 
coker{a) c = (jzi ^l"*"^^ • 

Enfin lorsque c est l'intersection de deux composantes irréductibles D' et D" de 
, la singularité c est une selle, toujours grâce à 4. =^ 1. . En posant p := tud" (w) = 
"îD" {df) et q := niD' (w) = mn' (df) , quitte à bien choisir les coordonnées, on a 

w = zlzl ( (A2 H )z2 dzi + (Al H )zi dz2 ) , A1A2 7^ , 

foE^=z^+'zl+\ D' = {Z2 = 0}, D"={z,=0}. 
De nouveau X-g, est engendré par zi^^ ®* ^2 ' '^^^ donne bien 
coA;er(a)c = • □ 

Corollaire 3.1.10. — Si J^i^ est de deuxième espèce, alors la réduction de T,^ est 
identique à la réduction de ses séparatrices formelles, c'est à dire : A[.Fa,] = A[d/], 
ou encore : = M^^ et E^ = E^^. 

3.2. Equiréductibilité. — Dans ce qui suit, considérons un feuilletage formel T 
à l'origine de défini par une 1-forme à singularité isolée u et une déformation 
£p de transversalement formelle le long de x P de paramètres P := (C^, 0) , cf. 
(29). Conservons les notations (42), (2.2.2) et (2.2.3). La notion d'équircductibilité 
correspondra, comme dans la théorie d'équisingularité de courbes, à la possibilité 
d'effectuer une "réduction en famille". 

Définition 3.2.1. — Supposons non-réduit. Nous disons que £p est egmrerfuciiôZe 
s'il existe im (germe d') arbre Ap = (M^ , E^ , E^' , , Wj , ) .^^ ^ au dessus de 
P, régulier au sens de (1-1.1) et tel que 
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1. Singp{Tp) = = x P et M° = x P , 

2. pour chaque j = 1, . . . , /i , S-' est le lieu singulier Sing {J-p, V^) du couple formé 
du transformé strict J^p de J^p sur et du j-ième diviseur exceptionnel, cf. 
(2.1.3) et (31), 

3. pour toute valeur assez petite de t G P l'arbre Ap{t) est exactement l'arbre de 
réduction du feuilletage formel Tp{t) . 

Si est déjà réduit nous disons que J^p est équiréductible si : Singp{£_p) = x P 
et J^p{t) est réduit pour t assez petit. 

Il est clair que l'arbre Ap lorsqu'il existe est uniquement déterminé par T_p . Nous 
noterons cet arbre 

A[Zp] = (m'^^ , , % , S'^^ , TT^^,, , ) .^0^ ' ou encore 

lorque £_p est définie par la 1-forme ry, comme en (29). L'équiréductibilité donne 
donc : 

A[£p](i)=A[jrp(t)]. 

Remarquons les deux exemples intéressants de déformations non-équiréductibles 
données par les 1-formes suivantes, oùt & (C, 0) est le paramètre de déformation et 
A e (R - Q)>o est fixé : 

(52) r]i= xdy + y{y — t)dx et ri2 ■= {t — X)xdy + ydx . 

Dans le premier la condition 3. est réalisée sans que la condition 1. le soit. Le deuxième 
exemple montre que l'équiréductibilité n'est pas une condition analytique : J- est 
réduit, la condition 1. est réalisée mais pour t G X + Q<o le feuilletage Tp{t) est 
dicritique et donc non-réduit. On peut aussi construire des exemples faisant apparaître 
ces situations après éclatements. Cependant on voit par un calcul immédiat : 

Proposition 3.2.2. — Supposons la condition 1. de (3.2.1) satisfaite et!Fp{t) non- 
dicritique pour t assez petit. Alors le lieu singulier relatif (31) du transformé strict 
Tp de Tp par l'application d'éclatement de x P est un sous-ensemble analytique de 
codimension pure 1 du diviseur exceptionnel. Il est fini au dessus de P si et seulement 
si les conditions équivalentes suivantes, dites d'équimultiplicité, sont satisfaites : 

(53) {i) V{o,t){^p{t)) = vo{J^) , (ii) rriTy^t) iJ^p{t)) = rriTn^o) {J^) , 

où T>^{t) désigne le diviseur créé par Véclatem^ent de l'origine dans x {t} . De plus, 
lorsque T est réduit chaque Tp(t) est aussi réduit et lorsque T est un selle-nœud, 
chaque Tp{t) est aussi un selle-nœud. 

La condition Singp{Tp) = x P peut s'exprimer en disant que le nombre de 
Milnor /i(o,t) {Tp{t^) est indépendant de t, cf. (45). Ainsi, toujours sous la condition 
J-p{t) non-dicritique, les conditions 1. et 2. de (3.2.1) équivalent aux conditions : 
constance du nombre de Milnor et équimultiplicité à chaque étape du processus de 
réduction. Le théorème suivant étend aux feuilletages de deuxième espèce un critère 
d'équiréductibilité prouvé dans [21]. 
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Théorème 3.2.3. — Soit T un feuilletage formel à l'origine de à singularité 
isolée non-réduite et non-dicritique et soit une déformation de formelle le long 
de X P cf (29), de lieu singulier relatif x P . Alors : 

1. £p est équiréductible si et seulement si pour chaque t G P assez petit, les 
arbres fléchés et doublement pondérés (par auto-intersection et par multiplicités) 
A[J^p{t)] et A[J^] définis en (3.1) sont égaux 

2. Si de plus T est de deuxième espèce, T_p est équiréductible si et seulement si 
pour chaque t € P assez petit, les arbres duaux de réduction (fléchés et pondérés 
par auto-intersection) A*[Tp{t)] et A*[^] sont égaux. 

Remarque 3.2.4- — La condition Singp{^p) = x P est une hypothèse essen- 
tielle dans ce théorème. Dans l'exemple de la déformation £c donnée par r? := 
y dx + x{x — t) dy cette hypothèse n'est pas satisfaite bien qu'en chaque point (0, t) le 
feuilletage J^c{t) soit réduit et de multiplicité algébrique un. On construit facilement 
des déformations satisfaisant K[J^p{t)\ = A[^] où ce phénomène se produit à une 
étape du processus de réduction. Ces déformations ne sont pas équiréductibles car 
Singp{Zp) 7^ X P. 

Dém,onstration du théorème. — Montrons d'abord l'équivalence 1. Une des implica- 
tion est triviale. Soit rj := A{x, y; t) dx + B{x, y; t) dy une 1-forme définissant £p . 
Notons r]t la restriction de ?7 à (C^ x P, (0; t)) et 

l'arbre de réduction A[Tp{t)] . Désignons par rj-j. la 1-formc différentielle sur , 
image réciproque de rjt par la composée i?^^ o • • • o i?^^ et par J^p (t) le transformé 
strict de J^p{t) sur jM^^ . Supposons satisfaite l'égalité 

(54) Â[£p(É)] = k[J=-] . 

Nous allons construire par induction un arbre d'équiréduction de £_p , mais aupara- 
vant faisons quelque remarques utiles. 

La difficulté principale est qu'on ne dispose pas de notion de "continuité" de la 
correspondance t i — > K[Fp{t)\ . En effet lorsque A[!F] possède des symétries non- 
triviales on ne peut pas en général, à partir seulement de la donnée de h.[Tp{t?)\, 
associer de façon canonique une composante irréductible du diviseur de réduction 2?^^ 
de J^p{t) à chaque sommet de à\!Fp(t)\ . La condition (54) donne cependant quelques 
informations globales. On sait en effet retrouver à partir de la pondération par auto- 
intersection "l'ordre de création des composantes". Plus précisément effectuons sur 
A[^p(t)] les opérations qui correspondent aux contractions des composantes de "D^j 



(^"^ L'égalité signifie l'isomorphisme, en un sens clair, d'arbres fléchés et doublement pondérés, 
puisque ces arbres, comme graphes dans M? , ne sont en fait définis qu'à isomophisme près. 
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d'auto- intersection -1, c'est à dire les "mouvements" consistant à remplacer 

(e',m') (— l,m) (e",m") 



par 



et 



par 



/fi-'"f;,\ Zfi---fr\ /ri---fv»\ 

(e' + l, m') (e" + l, rn") 

... • • ... 

/fi ••■ f;,\ / f'i ••• fV"\ 

(e', m') ( — 1» 

... • • ... 



(e'+l,m') 
... • ... 

On obtient un nouveau graphe fléché et doublement pondéré noté A'^~^[J^p{t)] , qui 
est en fait "l'arbre dual fléché et doublement pondéré associé aux diviseur 'D'^~^". 
En répétant cette opération on obtient tous les arbres duaux intermédaires [^p(i)] 
associés au diviseurs V^^ , et cela de manière uniquement combinatoire à partir de 
A[J^p{t)] . Ainsi la condition (54) donne les égalités 

(55) A^[J^p{t)]=Â^[J^], j = l...h, 
et la constance du nombre 

D ^comp(^T>^^ ) 

011 comp (l'^j) désigne l'ensemble des composantes irréductibles. Mais J^p{t) est non- 
dicritique, car h.[Tp{t)\ n'a pas de symbole "double flèche" et la multiplicité mnivt) 
d'une composante D c T^^jf^ créée par l'éclatement d'un point c de est égale à la 
multiplicité algébrique de rf^ en ce point. Le nombre mj^i{t) — mj{t) est donc égal à 
la somme des multiplicités Vc (vt^ de rji aux points c G 5'^^ . D'autre part Vc (jTt^ ~ 

Vc {j^p(t)j est la somme des multiplicités m£)(ï7j) des composantes irréductibles D 
de V^^ qui passent par c . Ainsi le nombre 

Ajit):= ^ iyc(vî)-'^c(:F'p{t)) 

se calcule à partir de A^J^p{t)] et A^^^[J^p{t)] . Il est constant d'après (55). On en 
déduit que 

(56) fhj{t) := J2 {^pit)) = rrij+iit) - m,(t) - A,(t) 

est aussi constant. Nous sommes maintenant en mesure de décrire l'induction. 
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Considérons le transformé strict J^j, du feuilletage Tp par l'application : 
_A/|i — > X P d'éclatement de centre 5'° := x P . D' après (3.2.2) son lieu singulier 
est une courbe, contenue dans le diviseur exceptionnel := {E^)~^{0 x P) car 
Singp{T_p) = x P qui est fini au dessus de P via tti := tto o ii;^ , 7ro(a;,y; := t 
d'après (3.2.2). La restriction J-p{t) de .T^p à M^{i) := 7rj^^(t) est le transformé strict 
de Tp{t) par l'éclatement de l'origine et S^(t) := n A^^(t) est le lieu singulier de 
Tp{t) . Ainsi #S^(t) est le nombre de flèches et d'arêtes portées par le sommet de 
h\Tp{i)\ correspondant au premier diviseur créé. Ce nombre est constant d'après (55). 
On en déduit que est étale au dessus de P via tti . Toujours d'après (3.2.2) les com- 
posantes de sont de deux types : ou bien !Fp{t) est réduit en chaque point, ou bien 
Tp{t) n'est réduit en aucun point. Notons l'union des composantes du second type. 

Supposons maintenant que l'on ait itéré n fois cette construction, c'est à dire que 
l'on dispose d'un arbre au dessus de P de hauteur n 

K := (7W^i;^S^5^7r,-,iy) .^o,...,n 

qui satisfait les propriétés suivantes : notons comme d'habitude : Ej := o ■ ■ ■ o E^ , 
TTj :— TToo Ej et désignons par Tp le transformé strict de J^p par Ej et par J^p{t) sa 
restriction à M.^{t) := T^J^{t) , alors 

(i) T,^ est le lieu singulier de J^p , 

(ii) est l'union des composantes irréductibles de E-' formée des points m' où le 
germe de Tp{'ïïj{m')) n'est pas réduit. 

Paramètrisons les composantes 5", . . . , de 5" par des sections ci(t), . . . , Ck{t) de 
7r„ et notons ûr{t) la multiplicité algébrique fcrit) {^p{t)) de Tp{t) au point Cr{t) . 
Le nombre 

k 
r=l 

est égal au nombre fhn{t) définit en (56), car A„(t) est une partie de l'arbre de 

réduction de J^p{t) . Il est constant. Comme les applications t \ — > Vr{t) sont locale- 
ment décroissantes, chaque multiplicité Vc^[t) {^p{t)) est aussi constante. Ainsi le 
lieu singulier E"+^ du transformé strict de J^p par l'application d'éclatement 
de 5" est fini au dessus de P via 7r„_|-i := 7r„ o . Le nombre de points de 

S"+^(é) := S"+^ n 'ïï~^i{t) est égal au nombre total de fièches et d'arêtes de 
A'"~^^[J^p{t)] . Ce nombre est donc constant d'après (55) et E"+^ est lisse étale au 
dessus de P. On note 5*"+^ l'imion des composantes de contenant mi point 

non-réduit de J^p'^^(O) . Les conditions (i) et (ii) ci-dessus sont satisfaites et l'on peut 
continuer l'induction jusqu'à réduction complète. 

Montrons maintenant 2. Nous reprenons la même induction. La seule différence 
dans cette construction est qu'il faut maintenant déduire la constance des multi- 
plicités ï'rit) de riiypothèse : "J^ est de deuxième espèce". Conservons les mêmes 
notations. Puisquel'on a A*[J^p{t)] = A*[^] , il existe pour chaque t une bijection 
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pt : {1, ■ ■ . k} — > {!,••• fc} telle qu'en désignant par {Tp{t), m) le germe de J-p{t) 
en m G 7r~^(f) , on ait l'égalité des arbres duaux de réduction : 

A* [ (^(t), Cr{t) ) ] = A* [ ( ^(0), C,,(,)(0) ) ] . 

On voit facilement que l'hypothèse : " IF est de deuxième espèce" implique que chaque 
(^p(O), Cr(0)) est aussi de deuxième espèce. La propriété de minimalité (**) de 
(3.1.8) et la décroissance des 1 1 — > î'r(i) donnent 

^pdrM < Mt) < MO)- 

En sommant ces inégalités on obtient ï'"{t) = î'"(0). De la même manière que 
précédemment on conclut à la constance de chaque î'r(i) • D 

3.3. Généricité de l'équiréduction. — Supposons la déformation fixée au 
début de (3.2) à nombre de Milnor constant, ou bien, ce qui revient au même : 
Singp (£p) = x P . Nous nous proposons de décrire l'ensemble NR (£p) des points 
to E P tels que oiî le germe de £p en {0,to) n'est pas une déformation équiréductible 

de Tpito) 

(57) NR {Tp) := {to G P /£p non-équiréductible en } • 

L'exemple 772 de (52) montre que NR{Tp) n'est pas analytique. L'obstruction y 
réside dans la dicriticité de certains feuilletages £_p{t) . Pour obtenir un ensemble 
analytique fermé, affaiblissons la notion de "forme réduite". 



Définition 3.3.1. — Nous disons qu'une 1-forme formelle w' := {ax + l3y)dx + 
{(x + ^y) dy + ■ ■ ■ , avec a, f3 , ( , ^ G C est pré-réduite si les valeurs propres de la 
matrice 

■ -c 

a P 

sont distinctes. Un feuilletage formel en un point sera dit pré-réduit si son saturé 
est défini en ce point par une forme pré-réduite. 

Un calcul immédiat permet de voir que lo' est pré-réduite si et seulement si le polynôme 

homogène de plus bas degré du développement de w' ■ ^.t ^ + y est de degré 

deux, avec deux racines simples (dans ). Ces points sont alors les singularités 
du transformé strict de JT^' par l'éclatement de l'origine. Il est clair, par cette in- 
terptétation géométrique, que : 

(★ ) l'ensemble des valeurs du paramètre Iq Ç: P où J^p{to) n'est pas pré-réduite 
est analytique fermé. 
On définit de manière naturelle V arbre de pré-réduction d'un feuilletage formel 
par la succession d'éclatements d'éclatements qui consiste, à chaque étape, à éclater 
simultanément les points singuliers non- pré-réduits. Cet arbre est fini, puisque toute 
forme réduite est pré-réduite. On obtient aussi la notion de déformation équi-pré- 
réductible en remplaçant dans (3.2.1) la condition 3. par la condition : 

3'. pour toute valeur assez petite det € P l'arbre Ap{t) est l'arbre de pré-réduction 
du feuilletage formel Tp (t) . 
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Considérons l'ensemble NPR (£p) des to & P tels que le germe de £p en (0, t) n'est 
pas une déformation équi-pré-réductible de £p(to), 

NPR (£p) := {to & P I T_p non-équi-pré-réductible en Iq } 

Par des arguments standard et à l'aide de (*), on montre : 

Proposition 3.3.2. — NPR{T_p) définit un germe à l'origine de sous- ensemble 
analytique fermé de P, de dimension strictement inférieure à la dimension de P, 
éventuellement vide. 

Pour décrire NR {T_p) il reste à analyser comment s'effectue le passage de la pré- 
roduction à la réduction. Remarquons d'abord que le diviseur de cime de l'arbre do 
pré-réduction peut posséder des com,posantes dicritiques, c'est à dire des composantes 
irréductibles non- invariantes. On appellera ces composantes, composantes dicritiques 
du premier type. On montre facilement, par récurence sur la hauteur de l'arbre de 
pré-réduction de £p{0) , le lemme suivant. 

Lemme 3.3.3. — Supposons la déformation T_p pré-equiréductible. Alors l'ensem- 
ble Dic^^^ (£p) des t € P tels que la réduction de J-p{t) admette une composante 
dicritique du premier type est analytique fermé, éventuellement vide ou égale à P. 

Sur le diviseur de cîme V de l'arbre de pré-réduction de J^, considérons un 

point m où le germe de la transformée stricte J^' de est pré-réduit mais non- 
réduit. Dans de bonnes coordonnées zi , Z2 , T' est donné par une 1-forme du type 

az2 dzi — (izi dz2 H avec /3/a; € Q>o et f3/a^ 1. Nous laissons au lecteur le soin 

de vérifier les affirmations ci-dessous, en examinant chaque éventualité : m est un 
point régulier de P', ou bien m est un point singulier de D' : 

1) /3/q; ^ N* U . Le feuilletage est alors t.f. lincarisablc dans des coordonnées 
transversalement formelles, il admet une intégrale première transversalement- 
formelle- méromorphe (^^'et une ou plusieurs composantes dicritiques apparaissent 
dans la succession d'éclatements supplémentaires que l'on effectue, au dessus du 
point m, pour aboutir à des singularités réduites. Nous appellerons ces composantes, 
composantes dicritiques du deuxième type. 

2) /3/a G N* U ^* . Il existe alors des coordonnées "normalisantes" transversa- 
lement formelles dans lesquelles le feuilletage est donné par la 1-forme 

{nz\ + \ Z2) dz2 — Z2dz\ , A G C , n > 2. 

Lorsque A est non-nul, {z2 = 0} est l'unique séparatrice. Cette courbe correspond au 
diviseur, qui est lisse au point m. La réduction se fait par une chaîne de n éclatements 
supplémentaires. Elle crée n — 1 singularités de type selle et une singularité de type 
selle-nœud, située au point d'intersection de l'avant dernière composante et de 
la dernière composante créé, dont c'est l'unique singularité. L'holonomie de cette 



C'est à dire un clément du corps des fractions de l'anneau des germes, au point m, de fonctions 
transversalement formelles. 
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dernière composante est l'identité et ce selle- nœud est tangent-résonant, cf. (3.1.2). 
Par contre, si A = 0, le feuilletage se réduit encore par une chaîne de n éclatements 
faisant apparaître n — 1 singularités de type selle, mais le dernier diviseur crée est 
dicritique, partout transverse au transformé strict du feuilletage. Nous appellerons 
une telle composante, composante dicritique du troisième type. 

Signalons enfin que le coefficient A et les n-jets au point m de zi et Z2 sont donnés 
algébriquement par le n-jct d'une 1-forme définissant le feuilletage au point m. 
Lorque A est non- nul, on peut le choisir égal à 1, quitte à effectuer une homothetie. 
En particulier, la distinction entre les deux types de formes normales : A = 1 ou bien 
A = , est donnée par le n-jet du feuilletage le long du diviseur ^^^^ . 

Considérons les ensembles Dic'-'"^ (^p), r = 1,2,3, des t € P tels que la 
réduction de Tp{t) admette une composante dicritique du type r, et notons 
Dic(^p) := U^^^Dic^''^ On déduit sans trop de peine de ce qui précède, les 

propriétés suivantes : 

Proposition 3.3.4- — Pour les feuilletages (non-dicritiques) de deuxième espèce, 
la pré-réduction des singularités est égale à la réduction des singularités. 

Théorème 3. 3. 5. — Supposons la déformation £p à nombre de Mïlnor constant et 

supposons aussi Die (£p) ^ P. Alors : 

1. Dic^^) (Zp) U Dic^^) (£p) C NR (£p) - NPR (£p) 

2. Dic^'^) (Tp) C Dic^^^ (Tp) = NR {Tp) - NPR [Tp) 

3. NR{^p) — NPR{^p) est ou bien vide, ou bien une union dénombrable 
de sous ensembles analytiques fermés de P de dimension < dimP et 
NR{^p) — NPR{T_p) est un sous-ensemble semi- analytique réel ^ P. 

Supposons, déplus, que la déformation ^p{t) dépende algébriquement det, i.e. existe 
une forme différentielle fl := A{x, y; t) dx + B{x, y; t) dy , avec A(x, y; t), B{x, y; t) S 
C[t] [[x, y\] qui définit £_p{t) chaque fois que l'on fixe t € P proche de l'origine. Alors, 
dans les propriétés 1. et 2. ci-dessus, on peut remplacer les termes : "analytique" et 
"semi-analytique réel" par les termes "algébrique" et "semi-algébrique réel". 

4. Équisingularité semi-locale 

Fixons un feuilletage formel !F à l'origine de , non-dicritique, donné par une 

1-forme formelle à singularité isolée uj := a{x, y) dx + h{x, y) dy . Notons encore Ejr : 
A^jF — > l'application de réduction de !F ainsi que Vj: le diviseur exceptionnel et 
T le transformé strict de sur M.jr . Donnée une déformation équiréductible £p de 
de paramètres P := (C^, 0) , nous noterons : À4^^ — > x P l'application 

(i^)Deux formes formelles le long d'une courbe "D' ont même l-jet le long de D' si elles diffèrent 
d'une forme à coefBcicnts dans ^ , où X~ désigne le faisceau des fonctions transversallement 

formelles le long de T)' qui s'annullent sur V . 
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d'équiréduction de T_p , tt^^ le composé de avec la projection canonique sur 
P , î>^p le diviseur exceptionnel (0 x P) et J^p le transformé strict de J^p sur 
•^Zp • Nous identifions encore A4j^ à la fibre de tt^^ (0) et à l'intersection de 
cette fibre avec • Enfin fixons un recouvrement distingué U de , cf. (1.4.2). 

4.1. Equivalence semi-locale de déformations. — Considérons deux défor- 
mations £p et £p de transversalement formelles le long de x P . 

Définition 4-1-1- — Nous disons que Tp et T'p sont semi-localement équi- 
valentes, en abrégé SL -équivalentes et nous notons £p~^£p, si £p et £p sont 
équiréductibles et si elles induisent des systèmes semi-locaux (2.3.4) formellement 
conjugués. 

Explicitons cette définition. La relation ^p^^ £p signifie l'existence pour chaque 

U gU , d'un germe le long de U de difféomorphisme '■ (Mj^'^, — > (-^Zp' ^) 
transversalement formel le long de î?jr'^ , qui commiite aux projections ttjt'^ et ttjt^ , 
vaut l'identité sur Mj^ et conjugue les germes le long de U de ^p et ^p . 

Fixons une déformation cquircductible . Nous pouvons exprimer comme un 
espace de cohomologie l'ensemble des classes formelles de déformations équiréductibles 
de , transversalement formelles le long de x P , qui sont sî -modelées sur £p : 

^ { £p déformation équiréductible de / £p~^ £p } 

~P, for 

OÙ ~ p for désigne comme en (2.2) la relation d'équivalence formelle entre déformations. 
La classe de conjugaison de £p sera notée {£p} • 

Considérons le faisceau G — G défini en (1.3.1) des germes aux points de Dj^ de 

difféomorphismes transversalement formels le long de 'Djr ^ , qui commutent avec ttjf^ 

et valent l'identité sur M.j^ . Soit Aut (£p) le sous-faisceau de G formé des éléments 
qui laissent invariant J^p . Supposons l'équivalence £p~^ £p satisfaite. Avec les 
notations précédentes, la collection := ^jj o \1>^^ , U,V G U , U nV ^ , est 

une 1-cochaine à valeurs dans Aut (£p) . Elle définit un 1-cocycle ["^u o 'i'y^] ë 

[jj, Aut{T_p)^ , noté [£p] • Soit ^"p une autre déformation sl -équivalente à 

T_p . En interprétant la relation de cohomologie comme une relation de compatibilité 
de conjugaisons locales, on voit immédiatement : 

£p ~p,/or £"p '^=> [£p] =[£"p] • 

On a ainsi une injection 

(58) M^d{Ep) {u, M:t{Ep)) , {£p} ^ [£p] • 

Théorème (de réalisation). — L'application (58) ci-dessus est bijective. 
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Démonstration. — La méthode de construction est similaire à celle déjà utilisée pour 
montrer le théorème de réalisation (2.3.6). Soit C := {^uv) € (u, Aut (£p)) . 
Appliquons l'assertion 5. du théorème de détermination finie (1.4.8) à l'arbre d'équi- 

réduction A[£p] et au cocycle induit par C dans ; . Il existe le long de 

chaque U €U un germe de difféomorphisme transversalement formel et des germes 
de biholomorphismes ^uv le long des intersections non- vides U nV, U, V gU , qui 
satisfont les relations de commutation avec tt^^ , valent l'identité au dessus de et tels 

que : ^uv = ^u°^uv°^v^ ■ Soit Me la variété holomorphe obtenue en recollant par 
les biholomorphismes ^uv des voisinages, dans A4j^^ , des ouverts U E U. Elle est 
naturellement munie d'un diviseur Vc , d'une submersion ttc sur P et d'un plongement 
fc : Mj^ ^ Aie ■ D'après le lemme (1.4.5) elle est biholomorphe (au dessus de P) à 
la cime AA' d'un arbre Ap au dessus de P ; de plus Ap(0) est l'arbre de réduction de 
T . L'invariance de £p par '^uv donne 

^*uv {^u* (£p)) = ^v* (£p) . 

Cette égalité signifie que Me est aussi munie d'un feuilletage Te , transversalement 
formel le long de Ve tel que (J^e) = ^ ■ On obtient ainsi sur M' un feuilletage 
transversalement formel le long du diviseur exceptionnel qui est une déformation 
de T . Son image directe, cf. (2.1.2), (2.1.6), sur x P est, par construction, une 
déformation de qui est sl -équivalente à £p . □ 

Remarque 4.. 1.3. — A priori tout ce qui précède semble dépendre du choix du 
recouvrement distingué U de Vjr . Cela n'est pas gênant : tout d'abord, pour ce qui 
nous intéresse dans ce travail, nous pouvons fixer U ; d'autre part nous aurions pu 
définir la notion de 5l -équivalence ainsi que l'espace de cohomologie associé en passant 
à la limite sur l'ensemble des recouvrements distingués de Vj: (qui forme clairement 
un système inductif). Mais cette précaution est superflue. Il est en effet possible de 
démontrer que, si les transformés stricts de deux déformations équiréductibles de T 
sont formellement conjugués au voisinage d'un élément U deU , alors ils le sont aussi 
au voisinage de tout élément U' d'un recouvrement distingué W tel que U C U' . Il 
en est de même pour des intersections d'ouverts de recouvrements distingués. 



4.2. Déformations Si -équisingulières. — Notons £p la déformation con- 
stante de de paramètres P définie en (32), c'est à dire la déformation définie par 

a{x, y) dx + h{x, y) dy , considérée comme 1-forme transversalement formelle le long 
de X P dans (C^ x P, O) . C'est évidemment une déformation équiréductible et 
l'application d'équiréduction Ej^cst est le produit Ej^ x Idp : My^ x P — > x P de 
l'application de réduction de par l'identité de P . Rappelons qu'une déformation 
est dite formellement triviale si elle est formellement conjuguée à £p* . 

Définition 4-2. 1. Une déformation ^p transversalement formelle le long de x 
P est dite sl -équisingulière si elle est équiréductible et sl -équivalente à £p* . 
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La proposition (4.1.2) donne l'identification. 

(59) (Tp) ^ (U; A^t , 

Un germe de Aut (£p*) s'interprète comme un (germe de) famille $i de 
difféomorphismes de Aljc- , transversalement formels le long de Vjr , qui laissent 
invariant le feuilletage réduit et telle que $o soit l'identité. Aussi nous adopterons 
souvent la notation {^w,t)t pour les sections de Aut (£p*) sur un ouvert W de T>j: . 

Lemme ^.2.2. — Soient T_p^ ^.p^ deux déformations 'sl -équisingulières de T de 
paramètres Pj :— (C^^ , 0) , j ~ 1, 2 . Il existe alors une déform,ation 'SL -équisingulière 
£pixP2 paramètres Pi x P2 qui est conjuguée à T_p^ , respectivement à T_p^ 

lorsqu'on restreint l'espace des paramètres à Pi x 0, respectivement à x P2 • 

Démonstration. — Notons (^^uv,tj^ ^ ^^^^ cocycle associé à 

£p. , par la bijection (59), j = 1 , 2 . Le recouvrement U n'ayant pas d'intersection 3 
à 3 non-triviale, les "composés" ^l/y^ti ° ^uv,t2 : U (IV ^ <l> , définissent un élément 
de (u, AM {LpIxpS) 

. La proposition (4.1.2) donne la déformation cherchée. □ 

Ce lemme, qui peut s'interpréter comme une propriété d'irréductibilité de l'espace des 
déformations Si -équisingulières, est essentiel dans la démonstration du théorème de 
versalité (4.6.3). 

4.3. Champs basiques, champs transverses. — Un champ de vecteurs de 
transversalement formel le long d'un ouvert de 2?^^ sera appelé ici basique pour T_p 

s'il est tangent à et si son flot laisse le feuilletage Tp invariant. Les germes de 

tels champs forment un faisceau de base que nous notons . Désignons par 

— V , — 

le sous-faisceau de 1B_~ des germes de champs de vecteurs basiques verticaux, 
c'est à dire basiques et qui annulent l'application tangente Ttt^ . Désignons aussi 

par X_^p le sous- faisceau de des champs verticaux tangents à J^p . Ce dernier est 
un faisceau de modules cohérenr, en fait localement libre de rang 1, sur le faisceau 

d'anneaux 0_^^ , de base , des germes de fonctions transversalement formelles 

^ — V 

le long de 2?^^ , cf. (24). Ce n'est plus le cas de B^^^ qui possède seulement une 
structure de faisceau de tt^^ (Cp)-modules. 

Définition 4-3. 1. — Nous appelons cham,p transverse ^^^^ de Tp toute section du 
faisceau T~ qui est défini par la suite exacte 

(60) 0^1-^ ^0. 

Nous notons {X} la section de T~ définie par une section X de . 



Appelé aussi symétrie transverse dans [10]. 
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Restreignons la base de ces faisceaux à Vj: c I?^^ , en d'autres termes considérons 
les faisceaux 

où i : Vj^ ^ T^^p est l'application d'inclusion. 

Explicitons les fibres de ces faisceaux en un point m G Vj: oii le feuilletage JTp est 
régulier. Fixons des coordonnées transversalement formelles z\ , zi, ti,. . . ,tp dans 

lesquelles J^p est défini par le champ , par 02 = et tt^^ = {ti, . . . ,tp) . 
Alors les éléments de B~ sont les germes de champs transversalement formels (en 

J-'p, m 

la variable Z2 ) qui s'écrivent 

d d 
(61) a{zi,Z2,ti,...,tp)— + (3{z2,ti,...,tp)z2Tr , 

OZl OZ2 

et X~ est le Om-f m-niodulc libre do base -ri — . On voit ainsi que, si la coor- 

J^P.m —P' OZl 

donnée Z2 est définie sur un ouvert W de Vy^ — Sing(^) , i.e. Z2 & ^Mj^^ (^) > alors 
l'application de restriction (W) — > ^ est surjective. D'où : 



Proposition 4-3.2. — Sur l'ouvert Djr — Sing [^j 1^ faisceau T— est localem,en,t 
constant. En particulier, donnés deux ouverts U et W de Vjr , W C U , dont les 
groupes fondamentaux en un point de base m £ W satisfont Tri{W; m) = Tri{U; m) 

et tels que (U — W) f) Sing (^Tj =■ , alors, toute section de sur W se prolonge 
de manière unique en une section de T~ sur U . 

Lemme 4-3.3. — Soit W un ouvert d'une composante irréductible D de Vj^ , W ^ 
D . Alors l'application canonique B~ (W) — > T~^{W) est surjective. 

Démonstration. — Visiblement X~ est un faisceau de Omv -modules localement 

libre de rang 1. A l'aide de la suite exacte de cohomologie associée à (60) il sufiit de 

prouver que (w ; Om^^^ ^ est nul. La restriction de Oj^^ à tout voisinage de 

Stein V de W dans î>^^ est isomorphe à Oy^ d'après les écritures (25) et (26). La 
conclusion résulte de la cohérence de Oy et de l'existence d'un système fondamental 
de voisinages de Stein de W dans "D^^ . □ 

Proposition 4- 3.4- — La suite exacte (60) associée au recouvrement distingué U de 
T>j^ induit une suite exacte longue 



Si 
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Démonstration. — Considérons le diagramme suivant dont les lignes sont exactes 
d'après le lemme ci dessus : 

ueu ueu ueu 

n ^ n ^ n - 

u.veu uyeu uyç_u 

Comme le recouvrement U est sans intersection trois à trois, la suite du serpent de ce 
diagramme correspond à la suite longue de cohomologie de la proposition. □ 



Pour simplifier le texte désignons ici par Mp l'un des trois faisceaux 

(62) , , f~. 

Faisons varier W dans le système inductif de tous les recouvrements distingués de 

Proposition 4-3.5. — Chaque application canonique de {U ; Np) dans lim^ (W ; Mp) 

est bijective. 

Démonstration. — Considérons d'abord le cas Afp = X~ . On a vu dans la 

démonstration du lemme (4.3.3) que tout recouvrement distingué est acyclique 

pour ce faisceau. On conclut par le théorème de Leray. Le cas Np = est une 

conséquence directe de la proposition (4.3.2). Enfin le cas Np = B~ s'obtient par 

J^p 

passage à la limite inductive des suites exactes longues (4.3.4). □ 

Lorsque P est réduit à {0} on a £p = et les faisceaux (62) sont constitués de 
champs de vecteurs transversalement formels sur Mj^. Nous les notons 

(63) B~, X~, f~, 

et désignons par A/q l'un quelconque de ces faisceaux. Pour une déformation sx- 
équisingulière Tp avec P quelconque, la restriction X\Mj^ d'une section X d'un 
des faisceaux Afp de (62) à A^jr est une section du faisceau TVo correspondant. La 
trivialité locale de J-p implique que, pour tout ouvert W contenu dans un ouvert U du 
recouvrement distingué U , les applications Mp{W) — > A/o(VF) , X i — > X\A4j^ sont 
surjectives. Ainsi, (t) désignant l'idéal maximal de Op , les morphismes de faisceaux 
et les morphismes de Op-modules 

(64) Mp ®Op Op/it) — . Mo , MpiW) ®Op Op/{t) NaiW) , 

W C U & U , donnés par X® f{t) \ — > /(O) • X\ Mjr sont des isomorphismes. 
Proposition 4 -S. 6. — Les applications canoniques 

{U ; Mp ®Op Op/{t)) ^H^{U; Mp) ®Op Op/{t) 
sont des isomorphismes. 
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Démonstration. — Comme U est sans intersection non-triviale 3 à 3, on a la suite 
exacte 

'[l^fp{U)~^ Y[ Afp{UnV) — > {U ; Afp) . 

ueu uyeu 
Ur\V^$ 

La conclusion résulte de l'exactitude à droite de ®Op(^p/{t) et des isomorphismes 
(64). □ 

Au chapitre suivant nous étudierons en détail les faisceaux (63) et leurs cohomologies. 

4.4. Vitesses de déformation. — Soit Z un élément du Op-module Xp des ger- 
mes de champs de vecteurs sur P :— (C^, 0) et £p une déformation sl -équisingulière 
de T . Cette déformation étant triviale sur des voisinages dans de chaque ou- 

vert U £ U , le champ Z se relève suivant sur ces voisinages, en des champs 

basiques Zu G {U), i.e. Tn^^ ■ Zu = Zo . Les différences Zuv '■= — , 

U nV ^ $ , sont des champs basiques verticaux. Le cocycle {Zuv) G (U; B~ ^ 
dépend du choix des relèvements, mais sa classe de cohomologie n'en dépend pas. 

Nous appelons application de Kodaira- Spencer de T_p l'appli- 



Définition 4-4-1- 

cation 



J—p 



dt 



Xp 



uv\ 



Un calcul direct montre que si est la classe du cocycle 

associé à T_p par (4.1.2), on a l'égalité 
(65) ....... -\d^uv,t 



Zuv] = 



dt 



Par construction la classe \Zuv\ est exactement l'obstruction à l'existence d'un 
relèvement global de Z en un champ basique. Plus précisément le sous-module 

'dZp' 



K := ker 



dt 



c Xp 



est exactement constitué des champs de vecteurs sur P qui possèdent un relevé global 
Ze 



Vjr; B-^j . On en déduit imédiatement : 
Proposition 4 ■4- ^- — Une déformation ^-équisingulière £p est formellement 



triviale si et seulement si 



est l'application identiquement nulle. 



Nous allons raffiner cette proposition et obtenir la trivialité de £p suivant les 
feuilles d'un feuilletage de P . Remarquons d'abord que /C est un sous-module invo- 
lutif de Xp , i.e. stable par crochet de Lie. En effet le crochet de Lie commute aux 
images directes des champs de vecteurs (lorsqu'elles sont définies) et le crochet de deux 
champs basiques est aussi un champ basique. En général K n'est pas un sous-module 
libre de Xp et ses générateurs peuvent être singuliers à l'origine. Considérons le sous- 
espace vectoriel /C(0) de l'espace tangent TqP de P à l'origine, constitué des valeurs 
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à l'origine des éléments de K, . Un résultat de D. Cerveau [9] donne l'existence 
d'un sous-module libre involutif de /C , non-unique, qui possède une base constituée 
de champs de vecteurs réguliers dont les valeurs à l'origine forment une base de /C(0) . 
Il définit un germe de feuilletage holomorphe régulier H sur P . 

Lemme 4-4-3- — Soit P' C P un germe de sous-variété strictement transverse à 
)C{0) , i.e. TqP = TqP' © /C(0) et soit l : P' ^ P l'application d'inclusion. Notons 
T_pi la déformation i* T_p obtenue en restreignant les paramètres (2.2) à P' . Alors il 
existe un germe de submersion X : P — > P' telle que £_p soit formellement conjugué 
à \*£_p, . 

Démonstration. — Le feuilletage TL précédemment défini peut être engendré par des 
champs Zj , j = l,...,r, r := dimlC{0) , qui commutent entre eux. Ces champs 
admettent, sur un voisinage de 'Djr^ dans A^jr^ , des relèvements globaux en des 

champs basiques Zj. L'intégration successive des Zj avec conditions initiales sur P' 
donne une rectification P P' x C deTï. Elle induit une submersion A de^ 
sur P' qui consiste à suivre les feuilles de 7ï . L'intégration successive des relevés Zj 
donne alors la conjugaison cherchée. □ 



4.5. Codimension formelle de T. — En dérivant un cocycle [<î>!7y, t] G 
(u , Aut (^Tp*)^ associe par (58) à une déformation sl -équisingulière 2!p 
de J- on obtient des cocyclcs 

d^uv, t 



à valeurs dans le faisceau B~ des champs basiques de iF . Leurs classes de cohomologies 
notées 



dTp 



dti 



t=o 



e H'(U;B~), j = l,...,p 



ne dépendent que de £p. Elles s'interprètent comme les "vitesses initiales 
de déformation" de £p . Grâce à (65) et à l'identification ; ~ 

{U; B~^ ®Op Op/{t) donnée par (4.3.6), l'application linéaire 



(66) 



dLp 



dt 



dZp 



dti 



peut être vue comme le tensorisé de l'application de Kodaira-Spencer de £p , c'est à 
dire : 



(67) 



'dZp 




'dTp 


.dt 


t=o 


.dt 



Op/{t). 



(^■''Notons qu'en général K{Q) ^ K. ®Op Op/{t), mais /C(0) est l'image de K. ®Op Cp/(t) 
Xp®Op Op/{t)=ToP. 
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Remarquons enfin que pour tout fc S N et tout germe d'application holomorphe 
A : 0) — > P, on a : 



(68) 



'dX*Ep 









dX 




.9s 


s=0 


.9t 






s=0 



Définition 4-5.1. 



On appelle déformation sl -infinitésimale de tout élément 



On a la propriété de réalisation suivante : 

Théorème de réalisation 4- 5. 2. — Données des déformations sl -infinitésimales 
vi , . . . ,Vq & {u; , il existe une déformation sl -équisingulière Tjq de T de 



paramètres Q := {C, 0) telle que 



L,...,g. 



t=o 



Démonstration. — Soient 



G ^1 ( W ; B~] tels que v 



J = l,...,q. 

Les composés ^uv,t '■= ^uv,ti ° • • • ° ^uv t, ^^^^ ^hv,s -^uv définissent un 
cocycle à valeurs dans Aut (£q*) • H définit par la bijection (59) une déformation 
sï -équisingulière qui convient. □ 

Définition 4-5.3. Un feuilletage formel à l'origine de défini par une 1-forme 
différentielle formelle lu est dit de type form,el fini, en abrégé t.f.f., si ui est non- 
dicritiquc, à singularité isolée et [u ; est un C-ospace vectoriel de dimension 

finie. Sa dimension, notée /3(^) ou encore /3(w) est appelée codimension formelle de 
T , ou deu) . 

Nous caractériserons plus loin les feuilletages t.f.f. par des conditions combinatoires 
sur l'arbre dual de réduction de T que l'on a enrichi d'un nombre fini de données 
supplémentaires. Auparavant comparons (3 {T) aux nombres 



(69) 



5 (JF) := dimc (U; X~j et t{J^) := dimc {U; f~j . 



Une version formelle d'un résultat de [20] dont la démonstration se transcrit littéra- 
lement, donne la formule 



(70) 



(l/e - 1) {l^c - 2) 



j—Q^jr de tous les points singuliers (y 



où dans cette somme, c décrit l'ensemble U^_qE^ 

compris € C^) qui apparaissent dans le processus de réduction de JF, cf. (42) et 
où Vc désigne la multiplicité algébrique de transformé strict du feuilletage au point 
c . Signalons que cette formule est valable en toute généralité, même si est dicritique. 
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Rappelons [10] qu'une intégrale première formelle, resp. nn facteur intégrant formel 
de , ou de a; , est un élément / de Oc2 q tel que 

(71) dfAuj = 0, resp. d{uj/f) = 0. 

Le quotient de deux facteurs intégrants est une intégrale première méromorphe 
formelle de lo , c'est à dire un élément / du corps des fractions de Ôc^.o satisfaisant 
df A u) = . Enfin si X est un champ de vecteurs formel à l'origine de qui est 
basique pour T , ie. LxuJ A w = , et non-tangent, alors oj-X est un facteur intégrant 
de JT. 

Notons Int (w) le sous-espace vectoriel de Ôc^, o des facteurs intégrants formels qui 
s'annulent sur les séparatrices formelles Sep (lu) de uj , cf. (3.1.8), et B{uj) C À'c^.o le 
sous-espace vectoriel du module des champs formels à l'origine de qui sont basiques 
pour oj . On a la 

Proposition 4-5.4- — Supposons T non-dicritique. Alors est fini si et seule- 
ment si t{J^) est fini. De plus on a l'inégalité ; 

Ô{J^) + f(jr) - e{J^) <0{r)< Ô{J^) + f(jr) , 

avec e{J^) := dimc Lorsque T est de deuxième espèce, 

V égalité 

^{r) = ô{r) + T{T)-e{r) 

est réalisée et 'e{J-) = Q ou \ . 

Démonstration. — La suite exacte longue (4.3.4) donne 

(72) — *N — > (U: — > {u: — > H'^ {U; T-) — > 

avec N := coker (iî^ (U; B~j — > H° (U; f~)) . Remarquons que H° (U; B~j 

s'identifie à B{lli) . En effet tout champ de vecteurs holomorphe global sur un voisi- 
nage de Vjr dans Mj^ est l'image réciproque d'un champ de vecteurs de (C-^, 0) ; la 
commutation des opérations de complétion et d'image directe [1, page 269] étend ce 
fait aux champs formels. De même l'évaluation par {ui) induit une injection 

(73) O^H^ (U; f~j -^I^t{uj). 

La formule d'Euler de la suite (72) donne l'inégalité cherchée. 

Supposons maintenant de deuxième espèce. Il suffit de montrer que l'injec- 
tion ci-dessus est un isomorphisme. Pour cela donnons nous un facteur intégrant 
/ <E Int {uj) et montrons l'existence en tout point m € T>j^ d'un germe X^ G B~ ^ 
tel que {lo) ■ Xm = f o Ej^ . 

Lorsque J- est régulier en m , fixons des coordonnées transversalement formelles 
zi, Z2 appropriées où E^ {iv) = u{zi, Z2) Z2°' dz2 , avec u(0,0) et a e N. Les 
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deux facteurs intégrants «(-21,-22)^2" et f o Ejr de E^(uj) diffèrent d'un facteur 
multiplicatif qui est une intégrale première formelle méromorphe, ce qui donne : 

foE^ = u{zi,Z2) z-/ 1 {Z2) , avec l (^2) e C[[z2]] , l{0)j^O, P G Z. 

Par hypothèse / est une équation (non-nécessairement réduite) de Sep (u) . La 

caractcrisation (3.1.9) des feuilletages de deuxième espèce donne (3 > a + 1 . Le 

champ Xm '■= l (.22) ^2^"" basique et convient. 

Lorsque m est \in point singulier de T il existe d'après (3.1.3) des coordonnées 
transversalement formelles zi, Z2 dans lesquelles T^j: est défini par un monôme et 
E'^{uj) s'écrit u{zi, Z2) z" , u(0, 0) 7^ , où est l'une des formes normales 1. 
à 4. de (3.1). On voit facilement sur ces expressions qu'il existe toujours un germe 
Zm G B~ ^ non-tangent au feuilletage J- . Cela sera explicite en détail au paragraphe 

suivant. Ainsi h := u{zi, Z2) Z1Z2 ôj{Zm) est un facteur intégrant de E'^{lo). Si 
ne possède pas au point m de germe d'intégrale première formelle non-constante, 
on a / o Eyr = c/i, c Ê C et le champ X„i := cZ„i convient. Sinon ûj s'écrit 
qzidz2 +pz2dzi avec p,q € N* et {p,q) = 1. Alors C[[zi2;|]] est l'anneau des 
germes en m d'intégrales premières formelles cf. [22]. Visiblement le champ radial 

Rm '■= -^135^ +-^2^^ est basique et non-tangent. Il vient foEj^ = l {z\z2) h{zi, Z2) , 
où, comme précédemment, l est une série formelle d'une variable car T est de 
deuxième espèce. Le champ Xm '■= l (^^fzl) h{zi, Z2) Rm convient. 

Il reste à prouver que '£{T) vaut ou 1 . Visiblement que Int {uj) est un module 
libre de rang 1 sur l'anneau Ôjf des germes à l'origine de , d'intégrales premières 
formelles de .F. De même w ■ B{co) est un sous Ô^F-module. Ainsi, le résultat est 
trivial quand Oj^ = C. 

Lorsque w possède une intégrale première formelle non-constante / dont la décom- 
position en facteurs irréductibles est /i"^ ■ • • /p"" , elle s'écrit 

m-^H ^"^T^j î^eÔc2,o, u(0, 0)7^0 

et g fi ■ ■ ■ fp est une équation réduite de Sep{uj) . Ainsi Int (lu) = C[[/]] ug . On 
voit facilement que g appartient à l'idéal I(u>) engendré par les coeflScients de w si et 
seulement si / est quasi-homogène, i.e. / G I{df) . Lorsque c'est le cas on obtient un 
champ X tel que uj-X = ug et ê(J^) = . Si / n'est pas quasi- homogène, ug ^ lu-B{uj) 
et s{T) ^ . Mais le théorème de Briançon [4] assure que l'on peut résoudre l'équation 
df -X = f .11 vient uj-X = ugf et w • B{uj) = {p) ■ ug . D'où ê{J^) = 1 . □ 

4.6. Déformations sl -verselles. — Dans cette partie nous montrons, sous une 
condition générique sur le feuilletage -J^ bon- un théorème de versalité pour les 
déformations sî-équisingulières. 
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Définition 4-6.1. — Nous dirons que le feuilletage ^ est bon s'il existe, soit une 
singularité m du transformé strict !F de J^, soit une composante irréductible D du 
diviseur Vj^ , telle que au voisinage de m, ou le long de D* := 

toute intégrale première transversalement formelle est constante : Oj^^m = C , ou 

Ôr{D*)=<C. 

Remarquons que la condition Oy^{D*) = C équivaut à la non-finitude du groupe 
d'holonomie Hd de la composante D , défini en (2.1.7). 

Fixons une déformation de de paramètres Q :— (C, 0) , q E N , trans- 
versalement formelle le long de x Q et SL -équisingulière, donnée par une forme 
différentielle formelle 

lJ := a{x, y; u) dx + b{x, y; u) dy . 

Définition 4-6.2. — Nous disons que est SL-verselle si pour tout p € N et 
toute déformation £p de de paramètres P := (C^, 0) , transversalement formelle 
le long de X P et -équisingulière, il existe un germe d'application holomorphe 
A : P — > Q tel que soit formellement conjuguée à A*£q . Lorsque Q = {0} et 

est sx-vcrsellc, nous dirons que J- est SX -stable. 

En d'autres termes, £q est Si-verselle si toute déformation formelle Si -équisingulière 
de est définie par une 1-forme qui s'écrit $* {a{x, y; X{t)) dx + B{x, y; X{t)) dy) , oii 
^{x,y;t) = {^{x,y; t); t) est un difféomorphisme de (C^ x C^, O) transversalement 
formel le long de x . En particulier la sl -stabilité signifie que tout déformation 
SL -équisingulière de est formellement triviale. 

Théorème de versalité 4-6.3. — Supposons T bon. Lorsque Q ^ {0}, la défor- 
mation T_Q est SL-verselle si et seulement si les "vitesses initiales de déformation" 

dui 

forment un système de générateurs de (U; B~j . D'autre part T est ^-stable si 
et seulement si ^W; B~j = . 

Un ingrédient essentiel de la démonstration de ce résultat est le théorème ci-dessous. 
Nous le démontrerons au paragraphe (5.6) 

Théorème de préparation 4-6-4- — Supposons T bon et t.f.f. alors, pour toute 
déformation sl -équisingulière T_p de T , le Op-module {U]B'~ ^ est de type fini. 

Si de plus T ne possède pas de facteur intégrant formel, alors (U;B~ j est un 
Op-module libre de rang I3{T). 

Dém,onstration du théorème de versalité.. — Supposons que les cocycles (74) engen- 
drent H 1 {u; B~^ . Soit £p une déformation sl -équisingulière de J- . Donnons-nous 



(74) 



«=0 



dUq 



U={ui,...,Uq), 

u=0 
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grâce au lemme (4.2.2) une déformation 5L-équisingulière£px g de paramètres P x Q , 
qui est conjuguée à T_p lorsqu'on restreint les paramètres à P x et qui est conjuguée 
à T_Q lorsqu'on restreint les paramètres à x Q • Pour alléger le texte notons : 



A := 



PxQ 



d{t;u) 



An 



d{t; u) 



t=0 ,u=0 



Xp^Q—^H^iu-^B'i- ) et 



Par (67), Ao est surjcctive et son noyau est transverse à x TqQ . On déduit de (67) 
l'cgalitc : co/cer (A) (Opxg/m) = , ou m désigne l'idéal maximal de OpxQ • 

D'après le théorème (4.6.4) de préparation ( U ; B~ 



et à fortiori coker (A) , 
est un OpxQ module de type fini. Le lemme de Nakayama appliqué à coker (A) donne 



la surjection de 



d{t; u) 




En tensorisant la suite exacte 



IC 



Xi 



PxQ 







par ®OpxQ (^PxQ/tn) , on obtient /C(0) = fcer(Ao) , avec : 

/C(0) := {Z(0)\ZelC] = Im{a®Opx<, {Op^q/xo)) . 

Le lemme (4.4.3) donne une submersion A : P xQ — > Q telle que ^pyç est formelle- 
ment conjugué à A*£q . On obtient la factorisation cherchée en restreignant A à P x . 

Réciproquement, supposons que la déformation £q est sx-verselle et donnons-nous 
une déformation infinitésimale v G ; B~^ . D'après le théorème de réalisation 

(4.5.2) il existe ime déformation Si -équisingulière Tj^ de base (C, 0) telle que v = 



(C, 0) 



L=0 



a équivalence près on peut poser = A*£q , avec A := (Ai, . . . , Ag) : 
Q holomorphes. Par (68) et (66) on obtient : 



du-j 



M=0 



d'où la conclusion. 



Remarquons enfin que ces démonstrations s'adaptent au cas Q = {0} . Elles prou- 
vent alors que est stable si et seulement si (u ; B~j = . □ 

Le théorème de versalité, joint au théorème de réalisation (4.5.2) donne immédia- 
tement : 
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Théorème 4-6.5. — Tout feuilletage T bon et de type formel fini possède une 
déformation 'SL-verselle T_p, telle que l'application 




définie en (66) est un isomorphisme. 



5. Caractérisation des singularités t.f.f. 

5.1. Description du faisceau 7~. — Rappelons d'abord quelques résultats de 

classification formelle des sous-groupes de type fini H du groupe Dif f (C, 0) des 

difféomorphismes formels de (C, 0) , cf. [27] ou [14]. Nous notons Oh C C[[z]] l'anneau 
des séries formelles invariantes par l'action à droite g -k h := h o g~^ de H sur Oc,o = 
C[[z]] . Les éléments de Oh sont appelés intégrales premières de H . De même un 
champ de vecteurs formel qui s'annule à l'origine et qui est invariant par l'action (de 
conjugaison) de H est appelé symétrie formelle de H. L'espace de ces champs est noté 
Th . On a : 

1. Tff est soit nul, soit un Ôjj-module libre de rang 1 ; 

2. H est fini, #iî =: p, si et seulement si il existe / € Oh non-constante. Dans ce 

cas, il existe une coordonnée formelle z telle que H est engendré par la rotation 

p2in/p~^ On a alors nécessairement : Ôh = C[[zP]] , % = Ôhz ; 

3. H est commutatif si et seulement si son action laisse invariant un champ de 
vecteurs formel Z e C[[2]]2; ^ non-identiquement nul. Si de plus H est d'ordre 
infini, alors Th = CZ . 

Nous dirons qu'un couple (/, Z) e Oh x Th est normalisé si, avec la convention 
C[[l]] := C , il satisfait les relations de dualité : 

(76) Ôh = C[[/]] , Th = C[[/]] Z , il existe c e C tel que df-Z=^cf. 
Dans chacun des cas 1., 2., 3. l'existence de tels couples est claire. 

Notons 0~ le faisceau de base Vjr des germes, aux points de Vj^, des intégrales 

premières transversalement formelles de . Nous allons expliciter, pour les ouverts U 
du recouvrement distingué U , les espaces T~{U) de sections du faisceau des champs 
transverses (4.3.1). 

5.1.1. L'ouvert U gU ne contient pas de singularités de . — Fixons un point mo 
sur U , ainsi qu'un germe de courbe Tmo analytique ou formelle, lisse et transverse 
a U en mo . Nous la munissons d'une coordonnée formelle z € Ct„(, , z{mo) = . 
D'après l'écriture (61) tout champ formel Z sur T^o qui s'annule en mo s'étend en 
un germe de champ basique en mo , définissant un unique élément de 7~ ^ .De plus 

tout élément de T~ est de ce type, ainsi T~ ~ Ot . La restriction de T~ 

à U est un faisceau localement constant (4.3.2) dont la monodromie le long d'un lacet 
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7 dans U d'origine mo s'exprime, avec l'identification précédente, par Z i — > h* {Z) , 
où h.y est l'image de [7] par la représentation sur 

Hu-.MU; mo)^DÎffiTm,) 

de l'holonomie de T le long de U. Notons H^ := Hu {7ri{U; mo)) le groupe 
d'holonomie de U . Toute intégrale première de Hu se prolonge de manière unique 
[22] en une intégrale première de IF le long de U . On obtient finalement : 

Trois éventualités se présentent, suivant la nature de Hu. 

a. Hu est fini, #Hu =: p. Choisissons pour z une coordonnée formelle sur T^o 
dans laquelle Hu est un groupe de rotation, alors se prolonge en une intégrale 
première transversalement formelle fu le long de U et 0~{U) = C [[fu]] ■ Le champ 
de vecteurs formel Z := z^ sur T^o , invariant par Hu , induit une section Zu de 
T~ sur U et 

Ô~{U) = C [[fu]] ^ C [[z^]] , f~{U) = C [[fu]] -Zuc^C [[z^]] • ^ 1^ . 

B. Hu est commutatif et infini. La symétrie formelle non-identiquement nulle Z 
de Hu , unique à constante multiplicative près, s'étend encore en une section Zu G 

f~{U) et 

Ô~{U)=C f~{U) = C-Zu. 

C. Hu n'est pas commutatif. alors 

Ô~{U)=C et f~{U) = {Q). 
On posera /[/ := 1 , Zu ■= . 

5.1.2. L'ouvert U ÇzU est un voisinage d'une singularité de T . Plus prcciscmcnt 
supposons que U est la trace sur T>jr d'un petit polydisque centré en un point 
singulier m . D'après la proposition (4.3.2) l'application canonique 7~ {U) — > 7~ ^ 

est un isomorphisme. Décrivons lorsqu'il existe en m des coordonnées trans- 

versalement formelles zi , Z2 , z\ (m) =- Z2 (m) = , dans lesquelles J- est défini par 
une des 1-formes normales u) de (3.1). C'est toujours le cas, sauf peut-être lorsque la 
singularité est un selle-nœud tangent. Nous discuterons ce cas séparément. 

Supposons que 2:2 = est une équation d'une branche locale Uq de U cm m . Notons 
h l'holonomie de T le long d'un lacet 7 engendrant '!ï\{Uq] uiq) , Uq := Uq — {m} et 
réalisée sur le germe Tm^ := {zi = 2:1 (mo)} de transversale '^^^ à Uq en un de ses 
points mo. Pour une section Z de B~ nous désignerons par {Z} sa classe dans T~ . 
On voit alors que 

r~ = Ô~ • {Z„} , 



Tmn est une courbe formelle. 
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avec, suivant les cas : 

1. ùi := XiZi dz2 + X2Z2 dzi avec A1A2 ^ ,Ai + A2 = 1 , A2/A1 e C — Q , 

If d d ] ( d ] ( d 

h{z2) = e-2"^^/^iz2, Ô~ = C. 

2. ùj := q z\ dz2 + P Z2 dzi avec p,q E N* , (p, g) = 1 , 

h{z2) = e-2-î'A^2, a~^ = C[[44]]. 

3. w := (72i(l+C(44)'')«^^2+P^2(l+(C-l) (44)'')'^'ïi a.vec p,q,ke N* , (p,g) = 1 , 

CeC, 



^ — 2i7rp / 

O ~ = C , h{z2) = exp 2i7r 



1 + (C - 1) (zf Z2T ^'ô^i 



q{l + Czt)dz2 



4. a; := (C^;^ - P)-^! «^-22 + -22'*'^ dzi , avec p e N* , C € C , 

^^'"^ - 2 1 (C4 - P) dZ2 '^''dzJ-\ (C4 - P) dZ2 f " 



0~ ^ = C , h n'est jamais périodique . 
5. 03 esi selle-nœud tangent à {z2 = 0} , cf. (3.1.2). 

Dans ce cas, il peut être impossible de réaliser, comme en 4., imc forme normale par 
des coordonnées transversalement formelles à {z2 = 0}. Cependant L'holonomie h de 
cet axe peut quand même être périodique. C'est le cas pour la 1-forme ^f"*"^ dz2 + 
(C-^i — p) Z2 dzi , avec C € Q , qui admet l'intégrale première 

F{zuZ2) := z^z^e~^ , C =■ - , m, n e N* , 

n 

holomorphe sur {zi ^ 0} . 

5.1.3. Extension en un point singulier. — Soient U , V des ouverts de hi avec 
U {^V ^ % ctC/ola branche de U contenant U r\V . Supposons que U contient un 
point singulier m de .F qui n'est pas un selle nœud tangent à Uq . L'intersection U nV 
est une couronne. Nous conservons les notations ci-dessus et supposons que le point 
mo ainsi que le lacet 7 sont contenus dans U f\V . 

Remarquons que toute section de 0~ resp. de T~ sur Uf\V s'étend en une section 

de ce faisceau sur U . En effet le germe en mg d'une section X G 1^ ^) P<3ut 

être représenté par un germe de champ basique tangent à T^q dont la composante 
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en est nulle. La restriction de ce champ à T„i„ est invariante par h . Elle 

admet une extension unique en un champ basique X G ^—(t/ — {m}). Comme 

E^{ui) ■ X et E^{ui) ■ Zm sont deux facteurs intégrants de E^{ui) , leur quotient Q 
est une intégrale première méromorphe transversalement formelle. La restriction Q'^ 
de Q à est invariante par ft., et, quitte à remplacer Q par 1/Q on peut supposer 
que S Ôt^jj ■ Dans les cas 1., 3. et 4. h n'est pas périodique, ce qui implique que 
l'intégrale première (5° - et donc aussi Q - est constante ^ . Visiblement X — fj, Z^, , 
avec := Q ou l/Q e C* , est un champ tangent, ainsi {fj.Zm} est une extension de 
X suvU. 

Il reste à examiner le cas 2. Un calcul direct de l'invariance de par h montre 
alors que X° = / (-22)^2 , 1(0 ^ "^[fâ] • ainsi / {ziZ2)z2-^^ est une extension de X . 

La démonstration de l'extension des intégrales premières est similaire. Nous la 
laissons au lecteur. 

Remarque 5.1.1. — L'exemple z^^^ dz2 + (C^f —p)z2dzi du selle nœud tangent 
donné en 4.b possède une intégrale première sur U — {m} , puisque l'holonomie h est 
périodique, qui ne s'étend évidemment pas au point m. Nous verrons que la présence 
d'une singularité de ce type pourra empêcher le feuilletage d'être de type formel 
fini. 

5.1.4. Récapitulation. — De même qu'en (76) appelons encore couple normalisé sur 
un ouvert W de Vjr tout élément (/, Z) de 0~{W) x T~{W) qui vérifie, toujours 
avec la convention C[[l]] := C , la relation de dualité 




a^(p^) = c[[/]] , %{w) = <cmz, 

il existe c e C tel que df ■ Z = cf . 



Il est maintenant clair que pour chaque W €ll de tels couples existent. L'étude cas 
par cas que l'on vient de faire, complétée par des calculs immédiats, peut se résumer 
en la proposition suivante 

Proposition 5.1.2. — Soient U et V des ouverts de U , U C\V ^ tels que T 
est régulier sur V et U contient un point singulier m de T qui n'est pas un selle- 
nœud tangent. Soit T^a un gerrn,e de courbe formelle lisse transverse à V en un point 
mç) € U nV . Notons Hy , resp. Hjj* les sous-groupes de Dif /(T^ri^) d'holonomie de 
T le long de V , resp. le long de U* := U — {toq} . alors les applications naturelles 

Ô~{U) X 7>([/) ^ a~ ^ X T~ ^ , Ô~{U) X 7>(C/) ^ a~(C/ n F) X 7>(t7 n V) , 

Ô~{U) X f~([/) Ôh,, X Th,, , Ô~{V) X f~{V) ÔHy X Th, 
sont des isomorphismes respectant les couples normalisés. En particulier toute section 
de Ô~{V) X f~{V) se prolonge en une section de Ô~{U U F) x f~{U U V) . 
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Supposons de plus que Ô~{V) ^ C , et donc aussi Ô~{U) ^ C. Fixons des cou- 
ples normalisés {fu,Zu) et {fv,Zv) sur U et V respectivement. Il existe alors des 
constantes c, a gC* et une série formelle d'une variable K{^) telle que 

(78) fv = afée''^f"\ Zy = ^ / ■ , d:={Hy: Hy.\. 

En particulier on a les identifications : 

Ô^{V) = C[[fie^^M]] C C[[îu]] = Ô~{U), 

^^{V) = C[[/^e^(^-)]]— ^-1— — --Z^ C mu]]-Zv = f~{U). 

5.2. Nerf complet associé à .F. — Considérons le nerf Oî(^) du recouvrement 
distingué U : chaque ouvert U de U correspond biunivoquement à un sommet s 
de O'î(^) . Nous noterons alors U =: Ug ■ Deux sommets s et s' sont liés par une 
arête, notée ss' ou bien s' s , lorsque Uss' ■= Ug n Us' est non-vide. L'ensemble 
des sommets de se divise en l'ensemble So(-^) des sommets de type 0, 

correspondant aux éléments de U qui sont des voisinages de points singuliers de T et 
en l'ensemble &i(J-) des sommets de type 1, correspondant aux éléments de U le long 
desquels est régulier chaque point. Par construction 0Î(.?") est un graphe connexe 
et simplement connexe. 

Soit K une partie connexe de telle que toutes les arêtes de K joignent deux 

sommets de K ; nous dirons que K est un sous-graphe connexe de tfï{J^) . appelons 
valence dans K d'un sommet s de K , le nombre d'arêtes de K portées par ce sommet. 
Les sommets de valence 1 dans K sont dits extrémités de K et leur nombre v{K) 
s'appellera valence de K . 

5.2.1. Coloriage, pondération et orientation locale de 9Î(.F) . — Pour chaque sommet 
s et chaque arête ss' , nous notons : 

E,:=f~{Us), Ess':=f~{Uss'), As~Ô~{Us), A«' := ) , 

et nous fixons un couple normalisé [fg, Zg) sur Ug , rcsp. {fss', Zgg') sur Ugs' , cî. 
(77). Lorsque s est de type et la singularité portée par Ug n'est pas un selle- nœud 
tangent (3.1.2), nous prenons pour {fggi, Zggi) la restriction de (/s, Zg) à Uggi . ainsi, 
le symbole * désignant un sommet s ou une arête ss' , nous avons seulement trois 
possibilités : 

1. A = C et = {0}, 

2. = C et = C • Zh. , avec Z^^Q 

3. A = C[[/*]] et E* = C[[/*]] • Z^ , avec A 7^ C , . 

Dans tous les cas, toujours avec la convention C[[l]] := C et C • {0} := {0} , nous 
pouvons écrire : 

E^=A^- Z^ et A = C[[/*]] . 
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Os 


Os' 


signifie : 


Pis' 


°s 


<— Og, 


signifie : 


Pis' 


Os 


^ Os' 


signifie : 


PÎs' 


Os 




signifie : 


Pis- 



Pour cliaque arête ss' nous disposons d'opérations de restrictions qui s'expriment 
comme des injections C- linéaires 

(79) Pis' : Es ^ Ess' et a^s' ■ As ^ Ass' 

et que nous considérerons comme des inclusions. On a ainsi des relations 

(80) Zs = al, ifss') Zss' , fs = bl,{fss'), al, iO, bl,{0 e C[[C]]. 

Dans le cas 3. les formules (78) de (5.1.2) précisent les expressions des séries a|, (C) 
et 6^, {() . En particulier a^, (0) ^ . Dans les autres cas a^, {() et 6*, {() sont des 
constantes, éventuellement nulles. 

Nous allons maintenant orienter les arêtes de ^(J-) . Nous convenons que : 

n'est pas bijective et pl^, est bijective, 
est bijective et pl^, n'est pas bijective, 

et p'I^, sont bijcctives, 
et p'I^, ne sont pas bijcctives. 

Lorsqu'on ne veut pas préciser Og Og/ signifiera l'un quelconque de ces cas. 

Nous allons maintenant colorier en vert ou rouge OT(.F) puis pondérer les sommets 
rouges et les arêtes vertes qui joignent deux sommets verts. 

Un sommet ou une arête, note *, est colorié en rouge si A^ = C ou, ce qui revient 
au même, si dimcE^ = ou 1. Les arêtes et les sommets * tels que ^* 7^ C sont 
coloriés en vert. Le sommet s se dessinera par «g s'il est rouge et par -ks s'il est 
vert. Lorsque nous ne désirons pas préciser la couleur nous le dessinerons par . 

Remarquons que toute arête joint un sommet de type 1 (correspondant à un ouvert 
U E U sans singularité du feuilletage) à un sommet de type (l'ouvert U correspon- 
dant porte une singularité). Un sommet rouge correspond à un ouvert d'holonomie 
non-commutative lorqu'il est de type 1. ; lorsqu'il est de type 0, il correspond à une 
singularité sans intégrale première. Une arête reliée à un sommet vert est verte. Pour 
une arête verte, le sommet de type auquel elle est reliée est soit vert, soit rouge et 
correspondant à une singularité de type selle-noeud tangent. Les seules possibilités, 
pour une arête verte, sont : 

(81) 



c. 



^s' ^ *s , "^s 



Le sommet s' est de type dans le cas a. ; Par contre s est de type et Us contient 
une singularité selle- noeud tangent dans le cas d.. La configuration c. peut se produire 
avec s' de type 0, ou bien avec s' de type 1 et dans ce cas Us contient un selle- nœud 
tangent ; enfin dans le cas e., soit Us soit Ug' contient un selle-nœud tangent. 

On associe à un sommet rouge •s , son poids 

ds := dimc Eg = ou 1 . 
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Pour toute arête rouge ss', on a dimcEss' = 1 , puisque l'holonomie d'une couronne 
est commutative. Visiblement, pour une arête rouge, les seules configurations possibles 
sont : 

/Qo\ 11 10 

et dans la dernière configuration, le sommet de type correspond à une singularité 
de type selle-noeud. 



Définition 5.2.1. — Nous appelons nerf complet de T et notons 'VC{T) le nerf 
colorié de .F, où chaque sommet rouge est muni de son poids ou 1. La partie rouge 
de Oî* {T) sera désignée par fH* {T) . Nous le munissons de la métrique pour laquelle 
chaque arête est isométrique au segment [0, 1] standard. 

Clairement T est bon (4.6.1) si et seulement si ^*(^) est non-vide. 

5.2.2. Parties actives du nerf de T. — Ce sont les parties de OÎ*(.F) qui con- 
tribueront à la dimension de iî^ {U\ . 

Nous appelons partie active rouge de 'VC{T) tout sous-graphe connexe de 91* (.F) 
dont les sommets extrémité sont de poids 0, tous les autres sommets étant de poids 
1. Remarquons que 9T*(J^) peut ne pas posséder de partie active rouge. D'autre part 

chaque sous-graphe «^-w • est une partie active rouge. 

Définition 5.2.2. Supposons d\*{lF) non- vide et connexe. Nous appelons bouquet 
de cercles assosié à T l'espace topologique £(.7^) obtenu à partir de la réalisation 
géométrique de $H*(.F) en identifiant à un seul et même point tous les sommets de 
poids 0. 

Cet espace topologiquc est sépare. Il a bien le type d'homotopie d'un bouquet de 
cercles, ou d'un point. Le nombre de cercles se calcule à partir des parties actives 
Li,. . . ,Lr de !EH*(.F) par la formule : 

r 

(83) â(^) := dimzHi (£(.F) ; z) = ^ {v{Lj) - 1) , 

où la valence v{Lj) est le nombre de sommets extrémités de Lj. 

5.3. Les critères de finitude formelle de .F. — La finitude formelle de .F, en 
abrégé est t.f.f., que l'on a définie en (4.5.3) par /3(.F) := dimc {u ; < oo , 

équivaut par (4.5.4) à celle de t{J^) := dimc {l^ \ ■S-j . La formule (70) montre 

que 5{T) :=dimcH^ {U; se calcule à partir de l'arbre dual doublement pondéré 

A[.F] introduit en (3.1.6). Lorsque ne possède pas de facteur intégrant formel on 
a P{!F) = t{T) + S{T) d'après (4.5.4) et nous verrons que f3{J^) ne dépend que de 
91* (JP) si^*(J=") ^0. 
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Nous disons qu'un sous-graphe connexe K de Ôî* {T) est répulsif si toute arête 
attachée à un sommet s ^ if est soit du type simple flèche — > Og, dirigée vers 
l'extérieur (^^^ de K , soit du type Og/ . En particulier 0Î*(^) est répulsif. 

Théorème de codimension 5.3.1. — Soit !F un feuilletage formel non-dicritique 
à singularité isolée non-réduite à l'origine de . Supposons t^*{J^) non-vide^^'^\ 
Alors on a : 

1. T est t.f.f. si et seulement si ÏR*{J^) est connexe et répulsif. Dans ce cas t{!F) 
est égal au nombre a{J^) de cercles du bouquet €{J^) défini en (5.2.2), et de 
plus : 

P{T)=^{T)+t{T)-Î'{T) , 
où ô{J^) est défini par la formule (69) et où £'{T) =Q ou 1 . 

2. Si T est t.f.f. et de deuxième espèce (3.1.4) alors e'{T) =0 ou 1. Le cas 
£'{J-) = 1 se produit exactement lorsque T possède un facteur intégrant (71) 
formel à l'origine de qui s'annule sur les séparatrices formelles de T et il 
n'existe pas de champ formel à V origine de basique et non-tangent pour T . 
De plus 5{!F) est égal à la dimension de la strate à fi-constant de l'ensemble des 
séparatrices formelles Sep{J^) , cf. (3.1.8). 

5.4. Démonstration du Théorème de codimension. — Une partie des 

résultats du thcorcmc se déduit de la proposition (4.5.4). Lorsque est t.f.f. on a, 
avec les notations de (4.5.4) : /î(J') = Î(J') + t [T) - £' (T) où 

< ê'{J^) < dimc{jnt{uj) j (w-S(w))) . 

Si est t.f.f. et ^ 0, il n'existe pas d'intégrale première globale non-constante 

le long de Vj^ et donc tout intégrale première formelle de .F à l'origine de est 
constante. Comme est non-dicritique toute intégrale première méromorphe formelle 
à l'origine de est aussi constante. On en déduit que Int (w) j {uj ■ B{uj)^ est de 
dimension ou 1, puisque le quotient de doux facteurs intégrants est une intégrale 
première méromorphe. On a donc bien £' [J^) = ou 1. 

Lorque T est de deuxième espèce, on a 

£' (JF) = dimc {jnt{uj) j {u ■ S(w))) = ou 1 . 

Le cas £' {J^) = 1 se produit exactement lorsque, à l'origine de C^, il existe un facteur 
intégrant formel s'anmdant sur les séparatrices formelles de J^, mais tout champ 
formel basique est tangent. 



'^®^Ccci a un sens puisque K est connexe et |?ÎT*(.7-") [ simplement connexe. 

(i^H.e. la réduction de comporte un élément critique C C î'jr tel que 0~{C) = C. 
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Supposons à présent non- vide et montrons que T est t.f.f. si et seulement 

si est connexe répulsif. 

Soit K un sous-graphe de . Notons 6(-ftr) C 6(^) l'ensemble des sommets 

de K et &i{K^ le sous-ensemble des sommets de K de type i, avec i = ou 1 . Nous 
appelons application de cohomologie associée à K l'application C-linéaire : 

Ak : Y[ K =■■ Z\K) ^Z\K) := [] E,,, , 

(84) see{K) (e,s')ee{K)i 

{Xs)s ' — ' (^ss')(s,s') > avec X^g/ := X^, - , 

où 

(85) &{Kf := { (s, s') G 6o(ii') x &x{K) / ss' arête de } . 
Nous noterons dans tout ce qui suit : 

W° {K) := ker (A^) , {K) := coker (Ak) • 

Remarquons que deux sous-graphes K et K' de 9Î* (.F) vérifient : 

(86) dimcH^{K)>dimcH^{K') dès que K' c K . 

En effet, TT désignant la projection linéaire (K) — > (if') induite par la struc- 
ture produit, les applications Ak' , tt o Ak ont même image. 

Visiblement 

(87) (^*(-^)) =H^{U; T~) . 

Pour voir que T n'est pas t.f.f. il suffit donc de détecter un sous-graphe K de OÎ*(.F) 
tel que dimcH} {K) = oc . 



Remarque 5.4-1- — En fait H} peut s'interpréter comme un espace de 

cohomologie de Ccch : munissons la réalisation géométrique 91* {J-) do 11* {T) de la 
topologie dont une base d'ouverts est la collection V des réalisations géométriques Vg , 
s e , des parties de Vt*{J^) constituées d'un sommet s et de toutes les arêtes qui 



y sont attachées. Considérons le faisceau de base 91* {!F) 



défini par 



%iV,):^E,, T^iVsnVi):=E,,,, (.s, .s') G 6(if)2 , 

les applications de restriction associées aux inclusions Vs n Vs' C Vs et Vs n Vs' C Vg 
étant respectivement les injections p^^, et pj^, définies en (79). alors 

W (K) = W (Vk; t^) , i = 0, 1 , 

oîi Vk est le recouvrement (ys)see(K) ^ ■ 
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Lemme 5.4-2. — Soit K une géodésique ^^^^ de de l'un des types suivants 



1. 


•so 




*Sn 


< — *sn+i ^^^c n>l, 


2. 


•so 




*Sn 


«sn+i avec n > 1 


3. 


•so 


«SI 


l'arête étant verte, 




4. 


•so 


^ ' ^ ^Si ; 







/es sommets S2, ■ ■ ■ , «n-i e^a^i^ werts et l'orientation des arêtes SjSj^i , j = 1, . . . ,n— 1 
étant quelconque, alors : dimc'hO'{K) = oo . 

Démonstration. — Examinons le cas 1. Quitte à raccourcir la géodésique, on sup- 
posera grâce à (86) que toutes les arêtes 8jSj+\, j = 0, ...,n — 1 sont, soit des 

doubles flèches -kgj < > j ^^i^ '^'^^ flèches orientées vers ,s„ , i.e. -ksj — > • 

En considérant les opérateurs d'extension et de restriction comme des inclusions, on 
obtient les identifications suivantes : 

(88) Es^ c -Bsosi C -Bg^ c -Bg^sj C C Es^ c Eg^s^^^ • 

qui permettent de considérer tous les espaces comme des sous espaces de Es^sn,+i ■ Les 
sommets s„ et s„+i sont de type et 1 respectivement. Fixons un couple normalisé 
(/, Z) G As„ s„^i X Eg^ Sn+i ■ Par (5.1.2) les identifications ci-dessus s'écrivent : 

(89) C-a{f)Z C C C[[/]]Z D C[[b{f)]]-à{f)Z. 

où a, à, b sont des séries formelles d'une variable satisfaisant : 6(0) = 6'(0) = et 
a(0) ^ . Il sufBt de montrer que le conoyau du composé Ak de l'application de 
cohomologie Ak définie en (84) avec la surjection linéaire 

n 

^^i^) ^ -Bs„,s„+i , (^J,J + l)j=0,...,n ' ^ + 1 

est de codimension infinie. L'application Ak envoie {Xjj+i)j^Q ^ sur — Xq . 
ainsi l'image de Ak s'écrit : 

7m (Ak) = (c [ [ 5(/)] ] à{f) + C a(/)) ■ Z , 
avec 6(0) = 6'(0) = ; d'où la conclusion. 



Dans le cas 2. la même méthode montre que Im [^kJ est de dimension finie. Le 
cas 3. est trivial et le cas 4. donne le même résultat que le cas 2.. □ 

Remarquons que, d'après la liste (81), 9T*(^) ne peut posséder d'arête du type 
• < — Il découle clairement du lemme ci-dessus que si est t.f.f., alors 91* (^) 
est connexe et répulsif, à moins qu'il ne soit vide. 



rappelons que nous avons muni PJ*(.F) de la métrique pour laquelle chaque arête est isométrique 
au segment [0, 1] standard. 
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Pour obtenir la réciproque définissons maintenant des "opérations d'élagage" d'un 
sous-graphe de 9Î*(^), qui ne changent pas la dimension de l'espace de cohomologie 
associé. 

Appelons branche verte sécable d'un sous-graphe connexe K de Vt*{J^) , toute géo- 
dcsique B d K, reliant deux sommets de K, qui vérifie : 

1. tous les sommets de B, autres que ses extrémités, sont verts et de valence 2 dans 

2. l'un des sommets extrémité de B , que nous appelons sommet d'attache de B , 

est répulsif dans B : chaque arête de B est soit une double flèche o ^ o , soit 
une flèche simple o — > o orientée vers l'autre sommet extrémité de B , que nous 
appelons sommet libre de B ; 

3. le sommet libre de B est vert et de valence 1 dans K ; le sommet d'attache est : 
soit rouge, soit de valence ^ 2, soit vert du type < — -k — > . 

Remarquons que l'on peut avoir B — K . Dans ce cas, lorsque toutes les flèches sont 
des doubles flèches, le choix du sommet d'attache est arbitraire. 

Désignons par EIb{K) le graphe K élagué de la branche B c'est à dire le graphe 
connexe obtenu à partir de K en supprimant toutes les arêtes et tous les sommets de 
B , sauf le sommet d'attache. Lorsque B = K , EIb{K) est le graphe trivial réduit à 
un seul sommet. Pour un sous-graphe L de K , nous désignons par X]^ l'injection de 
Z'^ (L) dans Z'^ {K) définie par • ' ^^^'^ ^«s' •= ^«s' * > 

s' sont les sommets d'une arête de L et Ygs' = sinon. 

Lemme 5.4-3. — Soit B une branche verte sécable de K , l'application 
avec K' := EIb{K) , est un isomorphisme. 

Démonstration. — Soit 0^^^ — -k^^ — — *s„+i la branche verte sécable 

B , sq désignant le sommet d'attache. Considérons l'injection A° : Z° {B — {sq}) — > 
Z° {K) , {Xs)g I — > (^s)s définie par Yg := Xs si s est un sommet de B — {sq} et 
Yg =0 sinon. Le diagramme suivant est commutatif et ses lignes sont exactes : 

Z°{B-{sq}) ^ Z°iK) ^ Z°{K') 

As i Ak l Ak' l 

Z^{B) ^ Z^{K) ^ Z^{K') 0, 

on 7r° , TT^ sont les projections canoniques données par les structures produits et l'ap- 
plication As est définie par la relation de commutativité qu'elle doit vérifier. La suite 
exacte longue associée donne 

■ • • — > cokeriAB) — > {K) — > {K') — > . 



{Xsa') 



{s,s') 



{Xss') 



{s,s') 
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Montrons que Âb est surjective. Donnons nous un élément ^ de 

(B) . Faisons les identifications 

puisque sq est un sommet répulsif de la branche sécable B . Il est évident que l'on 
peut résoudre le système d'équations 

^1 — = Xo,l , X2 — Xi = Xi^2 , ■ ■ ■ , Xn^n+l = Xn+l — X„ , 

d'inconnues Xj G Eg- . 

Ainsi TT^ induit un isomorphisme [tt^] : (K) Ti^ [K') . Comme l'application 
A^, est une section de tt^, on obtient que [Aj^-z] est aussi un isomorphisme. □ 

Supposons 91* (J^) connexe, non- vide et répulsif et montrons que est t.f.f.. Notons 
Ko := ^*{J^) . aucun sommet vert de Kq n'est du type < — ★ — > . Chaque sommet 
vert Sj extrémité de Kq, 7 = 1, . . . ,ro est aussi l'extrcmitc libre d'une branche verte 
sécable Bj de Kq, le sommet d'attache de Bj étant soit un sommet rouge, soit un 
sommet vert de valence > 3 . Considérons le sous-graphe Ki obtenu en élagant Kq 
(dans un ordre indifférent) des branches Bi,. . . , Br^ . Le graphe K\ est connexe et 
9î* {!F) est toujours une partie connexe répulsive de Ki . En répétant cette opération 
on obtient une filtration %*{J^) =: Kq D Ki D ■■■ D Kp avec Kp = . Le 

lemme donne : 

(90) (5î*(-^)) = (^*(-^)) 

Nous allons maintenant élaguer ÎH* (JF) . 

Appelons branche rouge sécable d'un sous-graphe connexe K de fH*(^) toute 
géodésique B c K qui joint une extrémité de K de poids 1 à un sommet de K qui 
est soit de valence 7^ 2 dans K , soit de valence 2 dans K et de poids 0, et telle 
que les autres sommets sont de valence 2 dans K et de poids 1. Lorsque B = K et 
tous les sommets de B sont de poids 1, on choisit arbitrairement l'un des sommets 
extrémité que l'on appelle sommet d'attache de B . Dans les autres cas on appelle 
sommet d'attache de B le sommet extrémité qui est de valence > 3 ou de poids 0. 

Chaque sommet extrémité de {!F) qui n'est pas de poids est aussi l'extrémité 
libre d'une branche rouge sécable. En itérant l'opération qui consiste à élaguer succes- 
sivement toutes ces branches, on construit de nouveau une filtration finie décroissante 
de premier terme ^R*{J^) . Le dernier terme de cette filtration est soit un point, soit 

un sous-graphe connexe El ( d\* {T) ) C 5H* {T) dont les sommets extrémité sont de 
poids 0. ainsi El ( $H*(^) ) est l'union (non- vide) des parties actives rouges Li . . ,Lr 
de On a : 

($î*(j^)) ^ (^*(-^)) ^ (eI (^*(J^))) . 
Pour achever la démonstration il reste à montrer le 
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Lemme 5.4.4. — On a : dimcH^ [El {w{T)yj = dim^Hi (ê( J") ; Zj , où 
€.{J-) désigne le bouquet de cercles associé à T défini en (5.2.2). 

Démonstration. — Supposons que El {9\*{J^)) n'est pas réduit à un point, sinon 
l'égalité est triviale. Visiblement 

On supposera donc que 9^*(J-") ne possède qu'une seule partie active rouge, notée K . 
Soit V la valence de K. L'homologie de €{!F) est celle du complexe simplicial C de 
dimension 1, obtenu en rajoutant h K un sommet, note sq , et v arêtes qui relient so 
aux extrémités si,...,Sy de K. Considérons maintenant le sous-complexe simplicial 
K' obtenu en ôtant à K chaque sommet d'extémité et l'arête qui lui est attachée. 

Toutes les arêtes de K' sont du type • ^ • et l'on a : Es — > Egs' — Eg' . Ces 
espaces étant tous de dimension 1, nous les identifions à C . ainsi Z°{K') , Z^{K') et 
Z^{K) peuvent être considérés comme des espaces de cochaines simpliciales à valeurs 
dans C : 

Z°{K') ^ Z'^{K'-C):= C-s, 

se&{K') 

Z\K') ^ Z\K';C)= C-ss', 

ss'eeiK')'^ 

Z\K) ^ Z\K;C)= C-ss', 

où &{K')^ et &{K)^ ont été définis en (85). D'autre part. Es = lorsque s est 
un sommet extrémité de K . ainsi nous pouvons identifier Z^{K') à Z^(K) et 
peut être vue comme une application de Z°(if';C) dans Z^{K;C) . On obtient le 
diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes : 

— y Z°{K';C) Z°{C;C) ^ 0j"=o ' — ' 

(91) A^i ^ S^i ^ ai 

Z\K-C) ^ Z\C;C) ^ 0j^^C-s,so 

avec 7r° et tt^ les projections linéaires canoniques, 1° et les injections linéaires in- 
duites par les inclusions de sous-complexes, et Sq l'application de cobord Ag ■ s 1 — > 
^(As — As') • ss' dont la restriction à 0j=q C • Sj est 

V V 

i=o j=o 
On obtient la suite exacte : 

(92) ker{ôl;) — > ker(c7) — > H\K) — > H\C ; C) — > coker{a) 
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On voit facilement : 

V 

ker{ôl;) = C- J2 ^' ker((7) = C • ^ 
see(C) s=o 

où &{C) est l'ensemble des sommets de C, et la première flèche de (92) est un 
isomorphisme. Comme a est visiblement surjective, on obtient la conclusion. □ 

Ceci achève la démonstration du théorème de codimension (5.3.1) 

5.5. Feuilletages de deuxième espèce non-dégénérés. — Mettons maintenant 
en évidence une classe de feuilletages t.f.f. pour lesquels t{J^) peut se calculer seule- 
ment à partir de la donnée de l'arbre dual A* (J^) . 

Pour cela munissons A* (J^) de la métrique pour laquelle les arêtes sont isométriques 
à l'intervalle [0, 1] . Rappelons que la valence d'un sommet s de A*(J^) , notée v{s) , 
est le nombre de flèches et d'arêtes attachées à s . On appellera aussi valence d'une 
composante D du diviseur exc;eptionnel Pjr et Ton notera v{D) la valence du sommet 
de correspondant. Nous appellerons chaîne de toute géodésique de 

qui joint deux sommets de valence > 3. Une chaîne de peut être 

évcintuellemcint réduite; à lui segment de longueur 1. A une ehainc de A* (.7-") correspond 
biunivoquement, soit une union connexe maximale de diviseurs de Vj^ de valence 2, 
soit un point d'intersection de deux composantes de Dj^ de valence > 3, appelée dans 
les deux cas chaîne de Vj^. 

Définition 5.5.1. — Un feuilletage formel de deuxième espèce (3.1.4) à l'origine 

de est dit non-dégénéré s'il satisfait les conditions suivantes : 

1. le groupe d'holonomie if/j de toute composante D de Vjr de valence > 3 est 
non-commutatif, 

2. pour toute chaîne C de T>jr on a : 0~{C) = C . 

Remarquons que la condition de deuxième espèce implique que tout germe d'intégrale 
première / G Ô^^, m en un point singulier m situé sur une chaîne C de î>jr , se prolonge à 
toute la chaîne : / G Oj^{C) . Ainsi on obtient une déflnition équivalente en remplaçant 
la condition 3. par : 

2'. pour toute chaîne C de "D^ et tout un ouvert U d'un recouvrement distingué U 
de Vj^ intersectant C on a : Ojr[U) = C . 

Sur les chaînes C de Vjr non-réduites à un point, cette condition est aussi équivalente à 
la non-finitude du groupe d'holonomie d'une composante irréductible quelconque de C. 

On a le corollaire suivant au théorème de codimension (5.3.1) : 

Corollaire 5.5.2. — Soit un feuilletage de deuxième espèce non-dégénéré à l'o- 
rigine de . Alors T est t.f.f., satisfait l'égalité (5(J^) = t{T) + ô{!F) et t{T) est 
égal à la somme du nombre de chaînes de A* (.F) . 
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Démonstration du corollaire. — La condition 1. de la définition ci-dessus exclu, 
d'après [10], l'existence d'un facteur intégrant formel de J^. La proposition (4.5.4) 

donne alors l'égalitc I3{!F) = t{T) + S(J- ) . Pour achever la démonstration, il suffit 
de montrer que 9^* [J^) est connexe répulsif et de calculer t{J^) . 

Examinons maintenant les propriétés du nerf 0^*(jF) induites par les conditions 
de non-dégénérescence. Nous reprenons les notions de branches sécable et d'élagage 
introduites dans la démonstration du théorème (5.3.1). D'après ce qui précède, en 
examinant les listes (81) et (82) on voit que : 

(a) tout sommet de valence > 3 est rouge et de poids 0, tout sommet rouge de 
valence < 2 est de poids 1. 

(b) toute arête verte est : soit une simple flèche orientée vers son sommet de type 
0, qui est aussi vert, soit une double flèche, 

(c) toute arête verte de 91* (J^) qui joint deux sommets de valence < 2 est une 
double flèche joignant deux sommets verts, 

On en déduit que les sommets s j , j = 1, . . . , r , extrémités de 01* (JF) sont aussi chacun 
l'extrémité d'une branche sécable rouge ou bien verte Bj . Les sommets d'extrémités 
du sous-graphe 91i de 01* (JT) obtenu en élagant 01* (.F) des branches Bi, . . . , Br, 
étaient visiblement, dans 01* (T) , des sommets de valence > 3 et donc des sommets 
rouges de poids 0. Ainsi l'élagage total est effectué en une seule étape : 

El (m*{T)j = oii . 

Chaque arête de Oli fait visiblement partie d'une géodésique C dont les sommets sont 
de valence 2 dans 01* (.F) , sauf les sommets d'extrémités qui sont de valence > 3 dans 
01* (^). Une telle géodésique correspond à une chaîne de A*{J^). D'après la condition 
2'. de (5.5.1) les sommets et les arêtes de C sont rouges et d'après (a) sont tous de poids 
1, sauf les sommets d'extrémités qui sont de poids 0. Ainsi tous les sommets et arêtes 
de Oli sont rouges. Les sommets de valence > 3 ainsi que les sommets d'extrémités 
sont de poids 0. Tous les autres sommets ainsi que les arêtes sont de poids 1. Les 
géodésiques de Oli dont les sommets sont tous de poids 1 sauf les extrémités qui sont 
de poids 0, correspondent biunivoquement aux chaînes de A*{J^). La formule (83) et 
le théorème de codimcnsion (5.3.1) montrent que le nombre de ces géodésiques est 
t{J^). Ceci achève la démonstration. □ 

5.6. Démonstration du théorème de préparation (4.6.4). — Conservons les 
notations fixées en tête de ce chapitre 4. En particulier le composé de l'application 
^Zp • -^Zp — ^ X P d'équiréduction de £p et de la projection de x P sur P 
est noté 

T^Zp'-^Zp >P^{C'',0), TT^p =(*!,..., tp), tj := prj O TT^^ , 

on prj : C — > C désigne la j-ième projection. Nous identifions toujours la cime 
Al de la réduction de .F à la fibre tt^^ (0) , et le diviseur exceptionnel Pjr c Mj^ 
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à l'intersection de 7r^^(0) et du diviseur exceptionnel C -M^^. On peut donc 
écrire : C A^^p et Vj^ C T^^p C Al^p. Par hypothèse, pour chaque ouvert U 

du recouvrement distingué U de P^f, le germe de le long de U est conjugué au 
germe de la déformation constante. On dispose ainsi de germes de rétractions 

Ru ■■= {M^p,U) iM^,U) , UeU, 
tels que l'image réciproque ^^^^ iî^ (j^^ de et l'application tangente de tt^^ 
définissent au voisinage de U, c'est à dire : = iî^ (^^) + ('^^i' • ■ ■ ' "^^p)- Con- 
sidérons le faisceau d'anneaux 0_~ de base î?:r^ constitué des germes / G O, 



M- 



de fonctions transversalement formelles le long de Vjr^ qui sont des intégrales 
premières de J^p, c'est à dire qui vérifient df A rj = 0, pour tout germe rj € ^. 
Restreignons ce faisceau au dessus de et considérons le faisceau suivant 



0~^:=i-' [^O-^j , où i:Vj.^V^^, i{m) := m 

qui a mêmes fibres que 0~ mais est de base T>j7. Les co-morphismes 

RI : Ô~{U) {U) et n*^^ : Op ^ Ô~^{U) , UeU, 

permettent de considérer Op et 0~{U) comme des sous-anneaux de {U). On voit 
que les seules éventualités sont : 

- Ô~{U) = C et (U) - n*^^ {Op) = C {t}, 

- Ô~{U) = C[[fu]] et" Ô~^{U) = TT^^ {Op) [[fu o Ru]] = C {t} [[/ o Ru]], 

où TT^^ (Op) [[fu O désigne le complété de tt^^ {Op) [fu o Ru] dans 0~^{U) 
pour la topologic (/^ o Ru)-adique et où C{t} est l'anneau des séries convergentes 
en les variables ti, . . . ,tp. 

Tout champ de vecteurs basique X G B~{U), U E U, se relève par Ru en im unique 
champ basique et vertical noté Ru{X), grâce encore à la trivialité de Tp le long de 
U. Pour le C{t}-module T~^{U), les seules éventualités sont : 

1. Ôj:-{U) = C[[fu]] et = C[[fu]] ■ {Xu}, où fu est une intégrale première 
non-constante et où Xu & By^{U) définit un élément non-nul aproprié {Xu} 
de 7>(t/) . Alors Ô~^{U) = C{t}[[Fu]] et f~^{U) = C{t}[[Fu]] ■ {Zu}, avec 
Fu := fu o Ru ^ et Zu ■= Ru{Xu) définissant un élément {Zu} non-nul 

de%(t/). 

2. Ôjr{U) = C et f~{U) = C • {Xu} avec {ATf/} 7^ {0}. Alors Ô~^{U) = C{t} et 
f~jU) = C{t} • {Zc/}, avec Zu := iî^,(X[/) et {Zu} + {0}. 



(1^)11 s'agit du faisceau engendré par les images réciproques par Ru des germes formes différentielles 
de Â~, cf. (2.1.1) 
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3. Ôj^{U) = C et f~{U) = {0}. Alors Ô~^{U) = C{t) et %(f/) = {0}. 

En désignant toujours par * un sommet s ou une arête ss' du nerf 01* [T) de T, 
posons maintenant : 

A := (C/«) et := (C/,) , 

où f/* est défini comme en (5.2). Nous avons seulement, comme en (5.2), les trois 
possibilités : 

1. A = C{t} et = {0}, 

2. = C{t} et = C{t} • , avec 7^ 

3. A = C{f}[[F*]] et = C{f}[[F,]] • , avec A ^ C{t} , ^ . 

Pour chaque arête ss' nous disposons, comme en (79), d'opérations de restrictions 

qui sont maintenant des morphismes injectifs de C{t}-modules. De plus, toujours à 
cause de la trivialité de JFp le long de t/,, le morphisme r^^,, resp. 5%,, est bijcctif si 
et seulement si p%,, resp. ctI^, , l'est. La Tp -application de cohomologie associée à un 
un sous-graphe K de ^*{J-), définie comme en (84) par : 

{^s)s ' *■ i^s' — -2^s)(s,s') , 

est maintenant un morphisme de C{t}-modules. En notant Hp{K) := coker{'S) k) -, il 
vient : 

{u- %) = n], {T)) . 

Le procédé d'élagage des branches vertes et rouges sécables utilisé dans la 
démonstration du théorème (5.3.1) se retranscrit ici littéralement : le lemme 
(5.4.3) reste vrai lorqu'on remplace Ti}{K), H^{K') par Hp{K), Hp{K') et, sous 
l'hypothèse que est t.f.f., on a encore 

H], (m* (j")) H], (j^)) rOp [ei {m.* (j^))) . 

Les calculs de la démonstration du lemme (5.4.4) se retranscrivent aussi. Les C{t}- 
modules 5*^ {K'), 3^ {K') et 3^ {K) sont respectivement isomorphes aux espaces de 
cochaines simpliciales 

Z\K'-C{t]):= CW-s, Z^{K'-C{t}):= C{t} ■ ss' , 

see(K') ss'ee{K'f 

{K; C{t}) := C{t} ■ ss' . 

On obtient un diagramme similaire au diagramme (91), dont la suite exacte longue as- 
sociée produit un isomorphisme C{f}-linéaire entre Hp (K) et {C; C{t}). Comme 

iJi (C; C{t}) ~ iJi (C: C) ®c C{t}, on peut finalement conclure que (U; 

est un C{i}-module libre de rang égal à dimzH^ {'^{^)\ ^)) c'est à dire de rang r(J^), 
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OÙ est le bouquet de cercles défini en (5.2.2). 

Pour voir que (u; B~ ^ est de type fini sur C{t}, il suSit maintenant de rap- 
peler [20] que (U; X~ ^ est libre de type fini et de considérer les derniers termes 
de la suite exacte longue (4.3.4). Lorsque T n'admet pas de facteur intégrant formel, 
on voit facilement à l'aide de (73) que iî" [U] T~ ^ est nul. Ainsi (4.3.4) montre que 

(U; B""- ) est la somme directe de (U; X~^^ et de (U; f-^^ 



6. Généricité des singularités t.f.f. 

6.1. Jets déterminant les singularités de deuxième espèce. — Considérons 
l'espace Ac2_o comme la limite projective des espaces de jets, via les applications 

canoniques : Ac2,o — >^ ■^o-'^ := ^c^,o j ^2-^c^,o > où ^'2 désigne l'idéal maximal 

de Ôc2,o- A l'aide des coordonnées canoniques identifions JgA à l'espace vectoriel 

Vk ■={{P,Q) e C[X,Y] I deg{P),deg{Q) < k} . 

Classiquement pour chaque entier r , le sous-ensemble Lk, r <^'Pk des couples (P, Q) 
qui engendrent un idéal de Ôc2,o de colongueur 

l^{P, Q) := dimc (Ôc2,o/{P, Q)) 

supérieure ou égale à r, est algébrique fermé. En raffinant la partition de Vk par les 
composantes connexes des différences L^.r+i — Lk^r, on obtient une une stratification 
£^ de Vk , localement finie pour la topologie de zariski, telle que chaque strate est un 
ensemble constructible lisse le long duquel /i(P, Q) est constant. 

Considérons maintenant la famille " linéaire" de feuilletages , d'espace (global) 
de paramètres Vk , définie par : 

Qp^Q := Èp{x,y)dx + ÈQ{x,y)dy où ÈF{x,y) := F{x,y) , FeVk- 
Il découle(2°) de l'inclusion tn^^^'*^^ c (P, Q) que l'ouvert 

W'M.det ■= - Lk,k+l, 

est k- déterminant pour le nombre de Milnor, c'est à dire : ^{uj) = ^{'q) < oo dès que 
i^uj — j^ï] e VF^^gt . Visiblement W^^^^ est une union de strates de f et la famille 
K-det ■■= (i')-'(W^Met) Vérifie : 

K-det c y\^lti\t . e N et u W^.,,, = Â,„* , 

jen 

(^"^ La suite de sous-espaces vectoriels de codimension finie Fj ;= (P,Q)+Tn2 C A(;2 q est décroissante 
et Fr = Fr+\ pour un entier r < n{P, Q)- On conclut par le lemme de Nakayama. 
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OÙ Asat désigne l'ensemble des 1-formes formelles à singularité isolée. 

Désignons par i/^j la multiplicité algébrique à l'origine de w € Asat et par h'^^ la 
hauteur de son arbre de pré-réduction (3.3.1). Rappelons qu'après un éclatement la 
multiplicité du transformé strict de lo en un point quelconque du diviseur exceptionnel 
est au plus 1/^^ + 1. Définissons alors la fonction cr : N*^ — > N par la relation de 
récurence : 

r a{v, l):^v + l, a{v, 2) := 2v + 1 , 
\ (t{v, h + 2)= a{v, h+l)+ a{v, h) + v + h . 

On voit facilement qu'en chaque point m du diviseur de cîme V'^ de la pré-réduction 
de w , le transformé strict de J^^ s'obtient en divisant l'image réciproque de lo par un 
facteur vFv^'^, e = ou 1, avec : 

uv' = étant une équation réduite locale de "D'^ en m. Comme pour tout entier r , 
le ;-jct(^^) do Fimagc réciproque de u) le long de ne dépend que du r-jet de w à 

r origine, on obtient : 

Lemme 6.1.1. — Soit oj une 1- forme formelle à singularité isolée et k , l des entiers 
qui vérifient ; < l < k — a{voj-,h'^) ■ Alors j'^u est l-déterminant pour la pré- 
réduction des singularités, Le. r] et oj ont même pré-réduction des singularités dès 
que j'^T] = j'^LO. 

A l'aide du le théorème (3.3.5) appliqué à la famille (Op.Q)^pgjgç on peut 
construire une filtration décroissante de chaque strate 5* G f ^ par des sous-ensembles 
algébriques fermés r+ii'^) telle que les différences Afe, r{S) := L'^. ^{S) — L'^ r-ii'^) 
sont lisses et telle ,que lorsque {P,Q) varie dans Ak^r{S) , le germe de fîp, g en 
chaque point de A^^riS) définit une déformation équi-pré-réductible . Notons £p,red 
la stratification de Vk dont les strates sont les composantes connexes des Ak,r{S) , 

Pour chaque strate S S Sp,red ' notons respectivement h'g et vs la hauteur de 
l'arbre de pré-réduction et la multiplicité à l'origine d'une 1-forme quelconque Q,p^ q , 
[P, Q) (z S . Pour chaque entier l . < l < k , considérons l'ensemble constructible 

k,i formé de l'union dos strates S de £_p telles que k — a (vs, h'g) < l . Notons : 

K.L ■■= Jf^ - {Lk,k+iVM^'k,i) et W;.;',, := {j^Y' {w^J^,) . 

Fixons l'entier / > 1 et notons j^, : Jq A — > JqA, k < k', les applications canoniques. 
Il découle du lemme (6.1.1) : 



(^^)Deux formes formelles le long d'un diviseur T) ont même r-jet le long de D si elles diffèrent d'une 
forme à coefficients dans ^ où X~ désigne le faisceau des fonctions transversallement formelles 

le long de T> et nulles sur P. 
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1. Si j'^u) e Wpred S'iors u) est à singularité isolée et son fc-jet est /-déterminant 
pour la pré-réduction des singularités ; 

2. Si S est une strate de fp.^ed contenue dans W^'^ed et fc < fc' , alors {jk')~^{S) 
est une strate de £p,red contenue dans W^^^^ ; En particulier red) ^ 

p.rea ' 

3. On a : W^^.'^, C W^^.';^, , fc < fc' et UgnW^.'L = ^sat- 

r>l 

Ainsi deux éléments distincts de la famille 

£p.red := { C Isat / Se f , fc - Cj{vs, h'g) > 1 , k G n} 

sont d'intersection vide. Nous pouvons maintenant appliquer le théorème (3.3.5) à 
chaque S Çz r,.,; avec k — a{i>Sj h'g) > 1 . Finalement nous obtenons : 

Théorème 6.1.2. — Pour chaque S S Sp.red H existe une fonction croissante ks ■ 
N — > N telle que pour k > ks{l) on a : 

1. l'ensemble S_^. :— j''{S) est constructible et S = {S_j^) , 

2. les jets d'ordre k des éléments de S sont l- déterminants pour la pré-réduction 

des singularités, 

3. une famille {u)t}t de 1-formes formelle dépendant analytiquement d'un 
paramètre t définit une déformation équi-pré-réductible de wo si et seule- 
ment siwt&S. 

4. le sous-ensemble S'^ G S des éléments de S qui sont des 1-formes de deuxième 

espèce vérifie : 

(a) S^ = {j'^)-\Sl) avec Si := j^S^) 

(b) la différence S), — est une union dénombrable localement finie ( dans 
S_j^, pour la topologie usuelle) de sous ensembles algébriques et l'adhérence 
S-k ~ ^ semi- algébrique réelle. 

6.2. Krull-densité des singularités t.f.f. — Nous étudions ici la Krull densité 
des feuilletages t.f.f.. Nous nous restreignons ici aux feuilletages de deuxième espèce, 
qui donnent des ennoncés plus concis. Mais la Krull densité peut s'obtenir pour des 
classes plus larges de feuilletages, en permettant par exemple des singularités de type 
selle-nœud tangent résonant (3.1.2). 

Désignons par resp. C^jy, resp. les sous-ensembles de A^a o des 1-formes 
formelles de deuxième espèce, resp. de deuxième espèce t.f.f., resp. non-dégénérées 
(5.5.1). D'après (5.5.2) on a C Une conséquence immédiate du théorème 

précédent (6.1.2) est que et 9^35 sont des ouverts de Ac2 g pour la topologie de 
Krull. 

Théorème de généricité 6.2.1. — L'ouvert VID - et à fortiori <^fff, est dense 
dans £^ pour la topologie de Krull. 
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De manière plus explicite : 

Théorème 6.2.2. — Soit T un feuilletage formel de deuxième espèce (3.1.^)à l'o- 
rigine de donné par une 1- forme formelle u) e Ac2^o soit k un entier positif. 
Alors il existe une 1-forme u' G q et un entier k' >k tels que : 

1. w' est non-dégénérée au sens de (5.5.1), à fortiori t.f.f, et a même k-jet que 

2. toute 1- forme rj S g vérifiant l'égalité j^' r] = j^' uj' est aussi de deuxième 
espèce et non-dégénérée. 

Démonstration. — L'assertion 2. est une reformulation du fait que OÎS) est un 
ouvert pour la topologie de KruU, ce qui se déduit sans peine de théorème (6.1.2). 
Démontrons l'assertion 1. 

Notons ici C{T) l'ensemble C (A[.?"]) des éléments critiques de l'arbre de réduction 
de défini en (1.4.1). Les propriétés de non-dégénérescence sont " semi- locales" , dans 
le sens oîi elles se vérifient à partir seulement de la collection des germes Tk le long 

de chaque ensemble K € C{J-), du transformé strict de la réduction de JT. La 
démonstration va consister à construire un système semi-local cohérent (2.3.5) de 
déformations de T 

(93) §:= {?c,k) 

d'espace de paramètres (C, 0) tel que, lorsque l'on fixe le paramètre t assez petit et 
non- nul, les feuilletages t.f. Jx, if (*) satisfont les propritéés de non-dégénérescence. De 
plus ces déformations seront tangentes à la déformation constante, à un ordre l suff- 
isamment grand pour que le théorème de réalisation tangente (2.3.7) donne le résultat. 

Avant de commencer cette construction, fixons le vocabulaire que nous allons em- 
ployer ici. Soit L C une union de composantes iréductible du diviseur de la 
réduction de T. Notons Comp{L) l'ensemble des composantes irréductibles de L. Pour 
D G Comp{L) nous appelons respectivement L-valence de D et J^-valence de D les 
entiers 

vl{D) -.^CardiDnSingiL)) , resp. v~{D) := Card (^D n Sing{T) 

Les éléments de Comp{L) de L-valence 1 s'appellent extrémités de L. Une extrémité 
D de L sera appelée diviseur de tête de L si v~{D) > 3. Soit C une union connexe 

maximale de composantes irréductibles de L de .7^- valences égales à 1 ou à 2. Si 
l'une des deux extrémités de C est aussi une extrémité de L nous dirons que C 
est une ^-branche de L. Dans ce cas l'adhérence de L — C est encore connexe et 
{L — C) Cl L est réduit à un seul point, appelé point d'attache de C sur L. Par 
contre, si C ne contient pas d'extrémité de L, on dit que C est une ^-chaine de 
L. Alors C est aussi tuie chaine de L l'adhérence de L — C n'est plus connexe 



(^^'i.e. une union connexe maximale de composantes de L de L- valences 2. 
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et {L — C)r\L est composé de deux points appelés encore points d'attache de C sur L. 

Pour toute la suite de la démonstration fixons un élément Dg ë Comp{V^) tel 
que : v~{Dq) > VD^iD^) et v~{D'q) > 3. Considérons la filtration (finie) de î>a, 

=: 2 • • • = D'o 

définie par : 

a. si l'union Br{L^) des ^-branches de L*^ est non-vide, nous posons L^^^ := 

- Br{L^), 

b. si Br{L'') = 0, alors l'ensemble des diviseurs de tête ^ D'^ 

Tet{L''-) {d e Comp(L*') / vl>^{D) ^ 1, î;~(D) > 3, D 7^ } 

est non-vide et nous posons L*^"*"^ := — ^oeTetiL'') -D. 

L'opération L*' 1 — > L^'+i sera appelée un élagage de L'' dans le cas a. et un étêtage 
de L'^ dans le cas b.. La filtration {L^)j de V^^ induit le filtration C"9^^$I - ■ • de 
C(JF) définie par : 

C*' := {/<reC(^) / KCV^- Lfe+i } . 

C'est par induction suivant cette dernière cette filtration que nous allons construire 
la collection (93) . Nous nous appuierons sur la proposition (2.3.3) et sur le lemme 
suivant. 

Lemme 6.2.3. — Soit C c une J--chaine de et Kq un élément critique de T 
contenu dans C. Soit l gN et J-"^ une déformation t.f. du germe J-'ko de T le long 
de Ko, réalisée sur le germe d'espace produit {Mjr x C, i^o x {0}). Supposons de plus 
que T'^ est l-tangente le long de {V^ x C ,Ko x {0}) à la déformation constante. 
Alors il existe une collection 

(94) ^^K, où : K CC, Ke C{^) , 

de germes, le long des ensembles critiques K d C , de déformations t.f. des germes 
Tk de T le long de K, qui sont l-tangentes à l'identité le long de et qui vérifient 
les relations de cohérence (2.3.5). De plus les éléments de cette collection sont uniques 
à conjugaison t.f. près. 

Démonstration. — La construction se fait de proche en proche grâce à la proposition 
(2.3.3) et au sous-lemme suivant dont la démonstration résulte immédiatement de 
la classification t.f. des singularités réduites, par l'holonomie de l'une des variétés 
invariantes (la variété forte dans le cas d'un selle nœud), cf. [19] et [18]. □ 

Sous-lemme 6.2.4- — Soit T' un germe à l'origine d'un feuilletage t.f. le long de 
5* := C X c C^. Supposons que S est un ensemble invariant de T' et que T' est 
réduit mais n'est pas un selle-nœud tangent à S. Alors, pour toute déformation t.f. 
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(^^^ de l'holonomie h{z) S C[[z]] de T' le long d'un petit lacet 7(3) := (ee^*''^,0), 
s ë [0, 1], il existe un germ,e J-^^ de déformation de T' , t.f. le long de S, d'espace de 
paramètres (C,0), unique à conjugaison t.f. près, telle que h{z,t) soit l'holonomie de 
le long de 7. De plus, si pour un entier r donné on a h{z,t) = h{z) mod{z^^^), 
alors la déformation peut être choisie r-tangente le long de S à la déformation 
constante. 

Nous sommes maintenant en mesure de commencer la construction de la collection 
(93). 

• Première étape : la construction de Tc,k pour K G lorsque Br{T)^) ^ 0. 
Pour B G Br{V^), deux cas se présentent : 

a) les deux extrémités de B sont de valence égale à 2. Visiblement l'une d'elle (celle 
qui est aussi extrémité de V^) porte un point singulier cq de J- qui n'est pas une 
singularité de V^. Nous choisissons pour J^c, co une déformation t.f. telle que pour 
t asez petit, le feuilletage Tc,co{t) ne possède au voisinage de cq qu'un seul point 
singulier et qu'en ce point il soit réduit, sans intégrale première t.f. non-constante 
et tangent à V^. Nous exigeons de plus que Tc,co soit tangente à la déformation 
constante le long de à l'ordre l voulu. Pour les autres ensembles critiques K G C^, 
K G B, nous prenons pour Tc.k déformations données par le lemme (6.2.3). 

h) B possède une extrémité de valence égale à est facile de voir que JF possède 
alors le long de tout B un germe d'intégrale première t.f. non-constante /b S 0~{B) 

qui s'annule sur le diviseur. Nous prenons alors pour Tc,k, K G C^, K C B, les 
déformations constantes. 

Dans les deux cas a) et b), traçons sur la composante Db de qui porte le 
point d'attache cb de B k L^, un lacet 7 bordant un disque conforme W tel que 
Wr\Sing{^) = {cb} 

Lemme 6.2.5. — l'holonomie h{z,t) de J-c,cb ^ong de 7 n'est pas égale à l'iden- 
tité. 

Démonstration. — L'assertion est triviale dans le cas a). Dans le cas b) ordonnons 
les composantes de B , B = Dq L) ■ ■ ■ U Dq de sorte que v~{Do) = 1, Dj n -Dj-i est 
réduit à un point cj, j = 1, . . . ,q et DqD Db = {cb}- 

La formule d'indice de Camacho-Sad [7] donne les relations suivantes entre les 
multiplicités mj des Dj comme composantes irréductibles des zéros de l'intégrale 



(■^■^'i.e. toute série h{z, t) = h(z) + hj{t)z^ 6 C{t}[[2:]] telle que les rayons de convergences des 

coefficients hj (t) sont uniformément minorés par une constante > 0. 



MODULES FORMELS DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES 



85 



première /b : 

moco + mi =0 
mo + miei+m2 =0 

nij-i + rrijej + m^+i = 

TOq_l + niqeq + m =0 

où Cj désigne l'auto- intersection {Dj,Dj) et m la multiplicité du germe de courbe 
{Db,cb) comme zéro de fs- H vient 

mo(eo + 2) H h mq{eq + 2) = mo + rug - m . 

la minimalité de la réduction donne : ej < —2 , j = 0, . . . ,q. D'où : 

m m 

Mais l'holonomie h{z,t) est conjuguée à {z,t) i — > exp{2i'K^ ■ z), car la déformation 
^C,cb est constante. Ainsi h{z,t) est bien distinct de l'identité. □ 

• Deuxième étape : la construction de J^c,K pour K lorsque Br{'D^) = 0. 

Alors — est une union de composantes de tête de V^^. Soit D l'une d'elles. 
Notons Cl, . . . iCr+i, r > 2, les points singuliers de T situés sur D, Cr+i désignant 
le point d'attache de D k L^. Donnons nous des lacets simples 7j d'origine toq 
commune, bordant des disques conformes Wj C D tels que Wj H Wk = {tiq}, j ^ k 
et Wj n Sing{J^) = {mj}, mj GWj, j,k — 1, . . . , r + 1. Nous choisissons ces lacets 

pour que leurs classes 7j dans 7ri(D*,mo), D* := D — {ci, . . . Cr+i}, vérifient : 
... -1 ~ 

7i V • • • V 7r = 7^+1 • Ainsi les holonomies hj{z) de le long des 7^ vérifient : 

hi{z) o ■ ■ ■ o hj,{z) = h~_^i{z) . Donne xm entier l > 1, fixons des déformations t.f. 
hj{z,t) des hj{z), j — l,...,r + 1, de sorte que hj{z,t) = hj{z) mod{zy'^^ et 

que, pour t ^ petit, hr+i,t '■= {hi,t o • • • o ^r, t) ^ ne soit pas périodique et que 
le groupe engendré par hi^t , ■ ■ ■ , hr,t ne soit pas commutatif. Le lemme (6.2.4) et 
la proposition (2.3.3) définissent alors des déformations J-'c.cj, j = l,...,?"-!- 1 et 
^C,D' respectivements. Ces déformations, ^-tangentes à la déformation constante, 
sont uniques à conjugaison t.f. près. Nous définissons la collection ^k,c K £ C^, en 
effectuant cette construction pour chaque composante de T>^^ — C^. 



Remarque 6.2.6. En chaque point d'attache c' d'imc composante de — 
sur L^, pour t petit, le feuilletage ^c,c'{t) ne possède pas d'intégrale première 
t.f. non-constante. 



Troisième étape : L'induction, pour un entier /c, < fc < g — 1, supposons 



construite la collection (j-'c k] de manière que les conditions de cohérence, de 
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non- dégénérescence et de tangence à la déformation constante soient satisfaites. Nous 
allons construire les déformations 

(95) Tc^K. K € C*^+i - C^ 

pour que la collection (^Fck) satisfasse aussi les mêmes conditions. 

Lorsque l'opération 1/*^+^ i — > est un élagagc, chaque branche B de L^~^^ 

porte sur l'une de ses extrémités un point singulier cb qui est un point d'attache 
d'une branche^ ou d'un diviseur de tête de L'^. Ainsi cb est un élément de C'' et la 
déformation ^c, cb ^st déjà donné par l'induction. Nous définissons alors les autres 
déformations de la collection (95) à l'aide du lemme (6.2.3). 

Supposons maintenant que l'opération 1/*^+^ i — > 1,''+^ est un étêtage. Considérons 
un diviseur de tête D c Adoptons les mêmes notations qu'à la deuxième étape. 

Ordonnons aussi les points singuliers portés par D pour que : 

Cl, . . . , Cs G C'" et Cj ^ C*" pour j > s + 1 , 

et pour que Cr+i soit le point d'attache de D sur On a : s > 1 et r > 2. 

Pour j = 1, . . . , s, les déformations ^c,cj sont déjà données par l'induction. En plus 
du système de lacets 71, . . . ,7r+i, donnons- nous aussi pour chaque j = 1, . . . , s un 

o 

disque conforme Aj c Wj , Cj e Aj suffisament petit pour que les germes J^c,cj{t), 
soient réalisés et à singularités isolées cj {t) dans Aj . 

Remarquons d'abord que les holonomies hjf de J^c,cj{t) le long des lacets 
Pj := dAj, j = ,s, sont toutes différentes de l'identité. En effet, si fc > 1, 

les germes ^c,cj{t) en Cj{t) ne possèdent pas d'intégrale première t.f. non-constante 
d'après les conditions de non-dégénérescence de l'induction : les points ci, . . . , sont 
des points d'attache de chaînes de T>i^, ou bien des points d'intersections de deux 
composantes de Vu de valence > 3. Si fc = 1, les points ci,...,Cs sont des points 
d'attache de branche ou de diviseurs de tête. Le lemme (6.2.5) ou la remarque (6.2.6) 
ci dessus permettent de conclure. 

Première éventualité s ^ r . Pour construire J-c.k pour K = D — {ci, . . . ,c,.+i}, 
il suffit de déterminer des diffcomorphismes formels hi^t, • • ■ , hr+i^t dépendant holo- 
morphiquement d'un petit paramètre t G (C,0), qui satisfont les condition (a)-(c) ci 
dessous, puis d'appliquer la proposition (2.3.3)à ces difféomorphismes : 

(a) pour j = 1, . . . , s, chaque hj^t est t.f. conjugué à /ij ^ par un difféomorphisme 
t.f. Z-tangent à l'identité, 

(b) hr+i,t = (/ii,t o • • • o hr,t)~^, 

(c) pour t ^ 0, hr+i,t n'est pas périodique et le groupe engendré par hi^t, ■ ■ ■ , hr,t 
n'est pas abélien. 

Les difféomorphismes t.f. h^j. étant différents de l'identité pour t ^ nous déterminons 

aisément /î,2.t. • • • , /î-r,« vérifiant (a) pour que gt := /i2.t o • • • h,r_i ne soit pas l'identité. 
On utilise alors lemme suivant dont la démonstration est laissée au lecteur. 
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Lemme 6.2.7. — Pour tout entier l >1 il existe une famille holomorphe de séries 
formelles ^t{z) telle que : 

1. (pt{z) = z mod{z^^^), 

2. (pt°hi^t° 6^ 9t commuttent pas, 

3. 0t o /ij j o o n'est pas périodique. 

On pose hi^t '■= 4't°h.it° hr+i,t est donné par la condition (b). Ceci achève 

la construction de T^k- 

Pour construire ^c,c^+n on applique le lemme (6.2.4) à ^ o /i^+i,* o où ^(2;) 
désigne le transport holonome, via le feuilletage le long d'un chemin simple a. 
tracé sur W^+i — {cr+i} qui relie mo à l'origine de 

Seconde éventualité ; 5 < r — 1 . Visiblement les points Cg+i, . . . , Cr ne sont pas des 
singularités de P^;. Il suffit de construire . . . , /ir+i,t vérifiant les conditions (a)-(c) 
précédentes, ainsi que la condition suivante : 

(d) pour j = s + 1,. . . ,r chaque hj^t est une déformation t.f. de l'holonomie hj de 

^ le long du lacet 7j et de plus hj^t = àj mod{z''~^^). 

Les degrés de liberté supplc mcntaircs que nous avons ici rendent plus facile cette 
construction et nous laissons au lecteur le soin de lachever. □ 
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